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Cartea conţine circa 1050 probleme cu indicaţii 
şi răspunsuri, grupate in şase capitole: algebră, geometric, 
trigonometrie, analiză, geometrie analitică şi probleme 
diverse. 

Problemele date sint o parte originale și o parte culese 
de la diferite concursuri de matematică și admitere în 
învățămîntul superior din ţară si străinătate. 

În actuala ediţie au fost introduse un număr de 250 
probleme noi printre care sisteme de ecuaţii rezolvate cu 
ajutorul determinanfilor, matrice,vectori, integrale etc. 

Se adresează elevilor şi absolvenţilor de liceu cit 
şi cadrelor didactice din invitámintul mediu. 
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Prefaţă la ediția întîi 


Lucrarea de faţă cuprinde un număr de 930 probleme, a căror rezol- 
vare necesită toate cunoștințele teoretice de matematici care se predau în 
învățămîntul mediu de toate gradele. 

Materialul prezentat a fost selecționat în bună parte din diferite 
reviste $1 lucrări de specialitate, atît din tara noastră, cit şi din alte tări, 
problemele respective constituind subiecte deexamene de maturitate, admi- 
tere în învățămîntul superior (scris şi oral) olimpiade sau alte concursuri 
şi cxamene similare din perioada 1900—1965. 

În afară de materialul menţionat mai înainte, în lucrare au fost intro- 
duse o serie de probleme originale, printre care mentionez în mod deosebit 
pe cele din capitolele de geometrie și trigonometrie, care aparțin în mare 
parte regretatului profesor universitar Cezar Cognttá. 

Culegerea cuprinde șase capitole distincte: algebră, geometrie plană 
și în spaţiu, trigonometrie, analiză, geometrie analitică şi diverse pro- 
bleme (a căror rezolvare necesită în același timp cunoştinţe din două sau 
mai multe ramuri ale matematicilor). În interiorul capitolelor, proble- 
mele au fost grupate pe categorii de subiecte, care urmăresc în general 
programa analitică a liceului teoretic. 

Cele mai multe probleme au fost rezolvate aproape complet, indicin- 
du-se una sau două soluţii, după caz, ráminind totuşi posibilitatea ca 
cititorii să găsească şi alte soluții. 

Se menţionează însă că rezolvarea anumitor probleme şi aprofundarea 
tuturor problemelor în general, nu este posibilă fără cunoaşterea temeinică 


a cunoștințelor teoretice care se predau în învățămîntul mediu (liceele 


teoretice ). 

La capitolele de geometrie plană şi în spaţiu şi de trigonometrie s-au 
introdus succinte expuneri teoretice, menite să ajute pe,rezolvitori şi în 
acelaşi timp să le completeze cunoștințele respective, expunerile mentionate 
negásindu-se în manualele şcolare în uz. 
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Unele probleme prezentind un grad de dificultate mai pronunţat, 
selecționate din diferite reviste sau lucrări de specialitate din alte țări 
— unde programa analitică a şcolii medii diferă de cea din ţara noastră — 
au trebuit să fie adaptate nevoilor învățămintului de la noi. 

În acest sens, aduc mulțumiri Secţiei de învățămînt a raionului 
„16 februarie“ din Capitală, care mi-a dat prilejul să adaptez astfel de 
probleme la nevoile şi posibilităţile de rezolvare ale elevilor din învăță- 
mintul mediu. 

Tot cu această ocazie aduc mulţumiri conf. G.D. Simionescu pentru 
prețioasele sugestii date atit în privința modului de prezentare a lucrării, 
cît şi în ceea ce priveşte completarea acesteia cu material adecvat scopului 
urmării. | 

Apreciez că atit prin numărul cît şi prin varietatea mare a problemelor, 
lucrarea va constitui un instrument de îmbogăţire a cunoştinţelor elevilor 
din învățămîntul: mediu de toate gradele, contribuind în acelaşi timp la 
o mai bună pregătire a lor în vederea examenelor de bacalaureat, de admi- 
tere în învățămîntul superior de toate categoriile, precum şi a altor examene 
sau concursuri de matematici. 


Prefală la ediţia a doua 


Faţă de lucrarea anterioară apărută în anul 1966, noua ediţie 
a fost sensibil îmbunătăţită prin: 

— introducerea în lucrare a circa 250 probleme noi, axate în cea 
mai mare parte pe subiectele de bacalaureat şi de admitere in învăță- 
mintul superior de toate gradele; 

— introducerea unor probleme adecvate noii programe analitice, 
cum sînt cele privitoare la calculul matriceal, calculul vectorial, aplicaţii 
ale determinantilor la rezolvarea sistemelor de ecuaţii, precum și unele 
probleme de discuţia ecuaţiilor cu ajutorul reprezentărilor grafice ale 


„funcțiilor, aplicaţii ale integralelor la calculul ariilor ete.; 


— reasezarea, în interiorul capitolelor, a unor probleme, în așa fel 
încât ele să corespundă mai bine desfăşurării programei analitice în 
vigoare. 

F Privitor la îmbunătățirile menţionate, aduc mulțumiri prof. univ. 
dr. docent Alex. Nicolescu pentru sugestiile date în selectionarea mate- 
rialului nou introdus în lucrare, precum şi prof. univ. dr. C. Ionescu- 
Bujor pentru indicaţiile date cu ocazia controlului științific şi care privesc 


completarea unor probleme cu elemente necesare evitării de confuzii 
din partea rezolvitorilor, 
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Capitolul I 


Algebra 


1. Știind că 
_a+b 


— 


a +- b— c+ abe 
si 10 a ek i 
N=4— (a + b) (a + b — c + abc) 
(1 — ab) (ab — ac — be — 1) 
unde a, b, c sînt numere reale astfel încît ab Æ 1, ab — ac — be Æ 1, 
se cere sá se arate că expresia M|N nu depinde de a şi b. 
R: MIN =c. 
2. 1°. Să se calculeze expresia 


ie ONNE te ei 1 4 

y A A A 
tal lo 1—2 +c 
apote a+b+oe 


4 4 i x 


at+tb+e 
punindu-se rezultatul sub o formă concentrată, a, b, c fiind numere reale 
astfel încît a + b —c +0, a—b+e=f0, —a +b +e Æo0. 
2. Sásearate că dacă a, b, e sînt laturile unui triunghi, atunci E >Q. 
R: 42, E = ERIN MANDRI Cd e o o 
(—a + b + c) (a— b + c)(a+ bo 
2°. Numărătorul fiind strict pozitiv, trebuie ca si numitorul să fie pozitiv, 


adică trebuie să avem —a+b+ce>0a-b+eo>0 Ai 0. ceea 
ce este evident într-un triunghi oarecare, +te>0,a+bce a A 
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Se mai pot înmulţ 
127? — 5r = y Şi se ajunge 
obţin valorile pentru a: 
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z + x +9 ai 2418" 24+3- 2+.6 +14 - +17 
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este egală cu 20, (2 + 18 = 20, 9 + 11 = 20 etc.). 

Punem + 2=y=a gi 24 18=y+4, de unde g = y — 10. Avem 
deci +2=y=—84+18=y +8, 2 49=y=1, +11 =y7 1, z+ 
+43=y-=72+10=y+72+6=y-= 450 +14=y+4 Inlocuind 
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Efectuind calculele în ecuaţia (1), obţinem: | 
2y 2u | Y a, 2y (2) 
yt yt y*— 16 y? — 49 
de unde y, = 0 şi deci a, = — 10. 
Efeciuind calculele in continuare, rezultă că 
"e 
24? — 65 me — 65 | (3) 


A ET prd 
Ma — 1) (y — 64) (y — 16) (y" — 49). 


de unde 2y? — 65 = 0 şi yss = + E numitorii din (3) neputind fi egali. Ră- 
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Din (2) rezultă succesiv (22 + 2) = (7 Vx)? sau 


at — 3z + 4 = 0, (3) 
gi 
(as? + 1)2 = (4x/2)?, sau 162% — 82? + 1 = 0, sau incá 
(Aa? — 1)? = 0. ; (4) 


Ecuația (3) este o ecuaţie trinomá în care se face substitutia z? = u, lar ecua- 
tia (4) este o ecuatie binomá la pátrat, a cáror rezolvare nu mai comportă nici 


o dificultate. 7" 
Altfel. În (2) se poate face substituţia Vx = y şi apoi se ridică la pătrat. 


: 2 
Se obţin ecuațiile trinome y? — y + 2 = 0 ṣ1 y? — y? z = 0, say — A = 0. 
A 
31. Se dă ecuația 


a EA — (2a + ms] + (a — nta + AE AR ==, 


40, Să se rezolve ecuația. - | 
9. Să se determine apoi a, astfel ca cel puţin una din rădăcinile 


ecuaţiei să fie număr întreg. 
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R: 1”. Se ia Vz = y şi ecuaţia devine ay* + (a? — 1)y? — (2a + 1)y'— sefa 


— (a — 1) yt + 1 = 0, care se mai scrie și astfel: 7 
(ay? — yt — 1) (y? + ay! — 1) = 0. 
Rezultă că avem de rezolvat ecuațiile ' 


ay yt —1= 0, (2 53 
y? + ayt — 1 = 0. pi (2) i $ 
Punem yl = z gi din (1) rezultá IE: în az, 

RENA de no 

Zi = Lilo, iar din (2) Za => az hei, 

Notăm Vitae, Aa şi a+ la + € == Asa 
2a 2 e 
AS Ecuațiile (1) si (2), prin descompunere în factori, devin | 
(y? — VAn) (y? + VAr) = 0, (3) 


-z mde k = 1, 2, 3, 4, NA 
>> Remolvind (3) obţinem y= + VAr si y= ei An ude i= y=i ` 
E şi k = 4, 2, 3, h. ) 3 TAS 

Fu” Tinind seamá de substitutia făcută la început, rezultă “3 
> 3 3 


7 Ar y . a 
z= t Apo a= t iAy- (0% Ha 


A Y we e: 
A 19.554 


da 


_ 2. Se observă în (2) că este necesar ca Ap sá fie un bipătrat si deci trebuie 
să avem | 


1 + Via 


») 


- 


| 
An = aj, k = 1,2 
sau za 
—a t Vaa +, 4 $ 
A = th k= 3,04, 


unde g} este întreg. Din cele de mai sus deducem: 


1 + ha = (20% — 1)? = hata; — has! + 1 
ay h = (20% + a)? = ho + 400 + a? 


Simplificind în (5) şi neluind in considerare a = 0, obţinem: 


ita z 
RE? (6) 
ah | 7 
„Și 
4— «al 
e ame 0) 


4 
k 


Se observă că numai ecuaţia (6) admite rădăcini întregi pentru a şi «p și anume 
pentru a, = 1, avem a = 2-51 deci 


4 + Vi+âa N$ 


singură rădăcină întreagă a-ecuației date. 
32. Se dă ecuaţia 
(ax? + bx + co) = (ba? + cx + aca? + ax + b). 
49, Sá se rezolve ecuaţia cînd a, b, c sînt numere reale date. 
2. Din rezolvarea ecuaţiei să se deducă identitățile: 
(an? + ba + 033 = (ba? + ca + ay? = (ca? + aa + b)’, 
unde a este o rădăcină cubică complexă a unității. . 


3°. Se va analiza si cazul particular a +b +¢ =0. 
R: 1°. Ecuația se reduce la 


(23 — 1) [x(a? — be) — (e? — ab)] = 0. (1) 


16 
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¿cr 


de unde 
=141Y3 e? — ab. 
2 a? — be 
22, Notind cu æ o rădăcină cubică complexă a unităţii (x, sau 23) şi expri- 
mind că această rădăcină verifică ecuaţia dată, avem: 
(ax? + ba + c)? = (ba? + ca + a) (cu? + ax + b), (2) 
sau, multiplicind în (1) cu ax? + bz + c, obținem 
(ax? + ba + c)? = (ax? + ba + c)(ba? 4- ca + a) (cu? 4 ax + bj. (3) 
Ecuațiile 


(da? + cz + aj? = (ca? + ax + b)(az? + ba + c), ( 
(ca? + az + b} = (az? + bz + cj(ba? + cx + a), i 
au aceeași formă cu ecuația (1) si deci au pe o ca rădăcină. 

Tinind seama de (3) si (4), rezultă identitátile cerute. 


3°. Cind a +b+4c=0, ecuaţia dată si ecuaţiile (4) admit rădăcina dublă 
= 1 şi rădăcinile « şi a?, rezultind ax? + ba + c = ba? + ca + a = cxt 


+ ax -- b. E «4 A i - 
33. Se dă ecuaţia „a Nat sa e 2 la A 1) 
axt — (a? + b? — 1)23 + Baba? —2(a + b + iz tb 4+1=0 
_. ESA rs i A A Po mm, 


Şi se cere: 


19, Sá se determine a si b în condiția ca ecuaţia să fie reciprocă, 

2°. Luînd pentru a şi b o soluţie ce cuprinde valori naturale ale lui 
a si b, să se rezolve ecuația în acest caz. | 

R: 1°. Pentru ca ecuaţia să fie reciprocă trebuie să avem a = b + 1 ṣi a? + 
+ b? — 1 = 2a + b + 1). Rezolvind sistemul rezultă a, = 3, a = 0 si b, = 
= 2, bo = — 1. i 

2°. Pentru a = 3 si b = 2, ecuația se transformă în (x — 1)* = 0, de unde 
rezultă rădăcina-cuadruplă z= 1 


34. Se dă ecuaţia 
bat + 2(a2 + b2? + ab — 1)aB + Bab?x? + Gabe + a + 5 = 0 


şi se cere: 
19. Să se determine a şi b cu condiția ca ecuaţia să fie reciprocă. 
2. Luind pentru a si b o soluție de valori naturale obținută la 1°, 
să se rezolve ecuația în acest caz, À 


R: 19. Ecuațiile problemei sînt b? = 5 + a? si a? + b? + ab — 1 = 3ab. 


Rezolvind obținem a, = 2, bi = 38; 4 = — 2, b = — 3. 


2°, Pentru a = 2, b = 3, ecuaţia se transformă în (æ + 1)! = 0, de unde 
rezultă rădăcina cuadruplá z = — 1, | à 


2 — 4 17 
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* 
Y 
ae) 


5 
Š 
x 


m îs, $ 
BP EXA 
«tr 1% 


a _raţionalizează. Se obţine x= 1. 


-~ 
-- 
to 

. 
- 
Ar 
— 
ri 


E 
«e d 
e 
ES go P 
CA 
Tar 
4 nc 
” 
$ 
y 
- 
'» 


e 
$ ai 


35. Să se rezolve ecuaţia: Vx 7 + V2r—3 = 4. ES 


R: Trebuie să avem s + 7720, 2z — 320 de unde rezultă «> 3/2. In 
același timp trebuie să avem + + 7 < 4* şi 2r — 3 < 4%, de unde rezultă z < 3 


sizx< o În consecință, trebuie ca 3/2 < z< 3. Ridicind la pátrat de douá 


ori se obţine ecuația a? — 116 x + 228 = 0, din ale cărei rădăcini nu convine 
decit z = 2, 


36. Vaz r4—VV/13—z= | 

R: Trebuiesăavemz + 4 705113 — z > 0, de unde rezultă z € [—4, 13]. 

Se face subslitufla z + 4 = gi, se ralionalizeazá şi se obţine o ecuaţie de 
gradul al patrulea în y, cu o rădăcină y, = 2 pentru care corespunde æ = 12. 

Să se rezolve ecuaţiile iraționale 

37. |2z2—1 + 302 = Vâz —3 + V5z Za. 

R: Se grupează primul radical cu ultimul şi al doilea cu al treilea, apoi se 


38. 217 + 1 + V222 1 = za: 
3 — 2r? 


R: Notám 3 — 22? = y, de unde z? = 


—- 


A Ys — aja + V(2 — aja = 2, după care se rafionalizcazá. Se obţin rădăcinile - - 


À 2 i F 
27 care convin problemei. 


= 


39. Piz + 37— Piz ZII = 3. 


Rx Se raționalizează şi'se obţine zip = + 7. 


40. Vz +1 + ẹri = oz. 
A: 


R: zı = 0, £23 = + a . 
41. POE F 6j — 5611) =1. 


EY 161 
Lor BI — — e 
Aa 5 30 
A Mah pon eee Sici ERE ES, 
a 42. Va + Y22—3= Via, 
ON B:3; 83-1. ' 
1 PEJ; qa ANS e 
> EP 43. 4[1Y (2? — 167 + 8] = 22 + 164%? — 16. 
q Se notează z? — 16 = gi, E 
de R: + 4/2. 


— & . . . 
ȘI ecuația se scrie sub forma 


f e 


di y 


Ya 
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ri 


£ 


pe rre 


simy 


44, PV TI+F27+P55—xw=4. 
R: 54; — 26; 14 + ¿840 


45. Y(a ka) + 2 Vla — 2)? = 3 Ya — z. i 


R: Se poate nota Wa + <=a si Ya — z= Bşi avem «? + 28? — 348 = 0, 

sau (u — B)? — Bla — B) = 0, de unde «= $ gi a = 28. Se obţin rădăcinile 
gm — E 
a, = 0, 4 _—_—_— 
qm - Pi 
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Altfel. Se împart ambii membri ai ecuaţiei cu ya — a? (a fiind Æ z) si apoi 3 


a — xx 


se noteazá po + cu y, rezultind ecuatia y? — ji + 2 = 0 etc. 


46. VA +r — Varen + dă. 


n a 
R: Se împarte la Y 1 + 2? şi apoi se ia ca necunoscută | e = Y, 


1— z4 zr 


. 4 — | 3 
obținîndu-se ya = = (1 + V5). Se notează apoi, pentru uşurinţa calculului 


a +- 1 + VI 6a— 3a? 


= (1 + V5)” = a şirezultă z, = - 
2 2a 


47, E e Pa -} Varg nH a gh = b. 
R: Putem scrie 


- 


n È n pa 

n n= ne n 
o ol 
i 


n? n 
Tinind seamă că "+1 = g” . +1 şi asemănător 


nè —n 
$ anti — pTi si scoțînd de sub radicali- pe « si pe a, (1) se transformá in 
n ER p za n Us 
14 an A 4 4 ati anti ap, > (ay 
Sau 
n n n n 
k E A tal i Aspe E (3) 
x | a 
2x | 


— 

pa 

, — 

7 4 
i 


Pl 


.* f y > gi [i , ij 
Apt et PE 2 del, 
sd lu e i ia! a 


> 


TUP AE 


4 Ry > ee 
e: ră PA 
pe E dat, i 


dE 


e 


LA 


DA 


Y 
$ A 
Pa ls a 
rr% a 2? 


e 


AXE 
s TA, A 7 “i 
tn a e... a aos” Poe 


Impárfim, cu a şi punind apoi Ž = y, (3) devine 
a 


n 

ap n A a 

7 TER PR [i et) Ta 
a a 


n+1 


y 


Se obţine 
nm 
ini [a] h > 
48. V aia + Vata = bx (unde n > > 0, b>a >0). 


2n 
(V5 i: VoZa)” 2k > 


. 
ah 


n 9h 
a 


R: 0; 


49. Să se arale că ecuaţia 


[2c(a + b — c) — a? — Pa + La—bl+ 1 =0 


are totdeauna rădăcinile reale (a, b, c reale). 
R: Discriminantul este A = (a — b)? + (b — c}? + (c — a)?, 


50. Se notează cu zı și xa rădăcinile ecuaţiei: 
21? — 2(sin a + cos «)x + cos 24 = 0, 
19, Sá se arate că: 


ai + r 
vut rr 


feta 


= 2 sina. 


1 


2°, Să-se determine a astfel ca între rădăcinile ecuaţiei date să existe 
relația: 


zi + r3 f 
== = 2 sin a. 
Ti t Tå 
Bie de aeai zi +- 23 (sina'+ cosa)? — cos 2x 
a ata "a+ sin « + cos « 


__ 2sinta + 2sin a cos a 
pd sinx + cosa 4 
2”. Folosind relaţiile între coeficienţi și rădăcini, avem 


(sin « + cos a) (sin a + cos a)? — a cos 2a | 


- 


. a = 2 sin Ue 
(sin a + cos a)? — cos 2 a 


Ta 


îm. | un 
a S 


— 
e 


a =! 
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Efectuind calculele se obţine ecuaţia 2 sin? a — 4 sin « cos «u + 1 = 0, care se 


E 21 > l 
, sin. t= rezultind ecuația 


rezolvă folosind substituția cos t = A 


reciprocă 4 + 8 + 101% — 8t + 1 = 0. 

51. Se dă ecuatia a? — 5x — (aè — a — 6) =0 în care a este un 
parametru real. Se cere: 

1°, Să se rezolve ecuaţia. 

9. Notind cu 2,, a rădăcinile ecuaţiei să se calculeze în funcţie de a 
expresia: E = ti + zi. 

3°. Să se determine valorile lui a pentru care E = 215. 

R: 19, 2=a+2 n=—a+3 2. E = 25 (at — 2a? + 14a? — 13a + 11). 

3”, a = 0, ay = 1. 
52. Sá se discutie natura rădăcinilor ecuației 


2(2m — 1)2? — 3z + 2 — m = 0, 


după valorile parametrului variabil m E R. 


2 — m 


R: Se discută numal zı = , cealaltă rădăcină cra 


2m — 1 


53. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 
(m — 1)? — mx + 1—m? = 0, 


după valorile parametrului m E R. 


R: Rădăcini reale pentru orice m e R; este suficient a se discuta numai 
una din rădăcini, concluziile pentru cea de a doua deducindu-se de la prima, obser- 
vind că zizt, = — 1. 


54. 19, Să se rezolve ecuația 


(1 + m} 22? — (1 + mz + m(1 — m) =0, unde mÆ —1. 


2°. Să se găsească valorile lui m pentru care ambele rădăcini ale ecuaţii 


sint pozitive. | 
1—m 
¡AE cete AB Neal Lo = ———— 320. me (0, 1). 
E LE mi 4 14m 0, 1) 


55. 1%. Sá se rezolve ecuaţia 
(1 — ma? + (m — 1)x—m(1 + m) = 0, unde m +1. 


o ő y v v Li . . . . . 
2°, Să se găsească valorile lui m pentru care rădăcinile ecuaţiei sînt 
de semne - contrare. 


R: 1%, Rădăcinile se deduc din acelea ale ecuaţiei prece z 
pe m cu — m. 2°. m e (—œ, —1) U (0, oo). \ fiel precedente, înlocuind 


7 | i, 21 
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D 
(= 
f m 
© 
V 
j 0) 
Z 
| Lu 
x 
w O 
56. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei şi 5 
y 2 
(m — 1) a? — 2(m2 + m—2) z + 8m = 0, | y E 
: Li = 
după valorile parametrului m e R. | YA = 
R: Rădăcini reale oricare ar fi m e R. 3 A 
57. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 3: le) 
‘i: (1 — m)? 2? — 2(1 — m?) x + 3m? — m + 2 = 0, E 
„după valorile parametrului variabil m SR. E 
CEA R: Discriminantul este A = — 2m? + 3m — 1 şi prin urmare pentru orice ` 
ESN Acim ej 1] rădăcinile ecuației sînt reale. = 9 
Ps 5S. Fiind dată ecuaţia 3 
OS ma? — m(3x + 10) — (2? + 3z + 10) =0, -ie 
use cere? | l E 
E 1°. Să se determine m astfel ca una din rădăcini să fie +2 şi să se 
„găsească cealaltă. , 
T ARN 2°. Pentru ce valori ale lui m rădăcinile sînt inverse una alteia. e a 


3”. Pentru ce valori ale lui m rădăcinile sînt egale şi de semn contrar. a 
4. Care sint valorile lui m pentru care ecuaţia are rădăcini ~ A 


complexe. i 
a PARLE iei oa el E CE ix 
4 11 | 
o o 31 S 0 4 
En a. m= =; te. mefa, z) E 
| 59. Se consideră ecuația: 2(2m + 3)a? + (2m? + 5m + 5)z + m+ ES 
FEFA Ca . - | = 0. M 
pu 19, Sá se găsească rădăcinile ecuației. = d 
90. Să se determine valorile lui m pentru care ecuația are soluții, `è 
e dacă æ =siny, | aa EA 
ano 8. Care sînt valorile lui y pentru m =—2. STIE 
"x: K +1 4 ses 
Me TE => =. 90 — 3, — 2 U [— 14, 1. ai 
EA „NR er is a eS 
A? DER A pei 
PES 3, y = (— ym + kr, y = (— q + km, kez. NEO, e 
60, Să se rezolve ecuația 2 
Ez pa (2m? + 5m + 2)22 + 3(m? + 1)x — 2m? + 5m — 2 =0, Ca 
` > HR i z AS 
-22 Ery 
P sE 
- ei 


pmo 


Aru a E (— œ, —2] U [> 


aP 


și să se discute natura rădăcinilor după valorile parametrului variabil 


mE R. 


Y {v > > > , A E 9 — 
R: Rădăcinile ecuaţiei sînt: a = e ierte ELA 


Xa = iar t 
adi Mpa FII, r tabloul de 


ariaţie este: ic 


variație estot. OS ea AS ee 


m | A | S | y | Concluzii 
—00 Rădăcini reale oricare ar fi m ER; 
4- — — | Rădăcini de semn contrar, cea mai mare în va- 
Joare absolută este cea negativă 
—2 +  |———|¡———| Ecuația se reduce la una de gradul intii 
+ + + | Ambele rădăcini pozitive 
mA 0 + + zı = Ta 
mi da A ERATE Ecuatia se reduce la una de gradul întii 
+ = — | Rădăcini de semn contrar, cea mai mare în va- | 
loare absolută fiind cea negativă 
4 
2 + TH 0 a = 0, t < 0 
+ — + | Ambele rădăcini negative 
1 0 y + | t = T Ap : 
+ — + | Ambele rădăcini negative 
2 + ss 0 Tı < 0, To = 0 . 
+ — — | Rădăcini de semn, contrar, cea mai mare in va- 
loare absolutá fiind cea negativá 


+o 4 e 
0 


— X = 0e-: 


61. Se consideră ecuația în g: ari — (a — 2) — 1 
4°, Sá se discute natura rădăcinilor ecuaţiei dale. 
9. Să se arate că există o relaţie între rădăcinile acestei ecuații inde- 


pendentá de .%. A 
iul 22 să se găsească valorile rădăcinilor. . 


3. Utilizând relaţia de la punc 
duble ale ecuaţiei considerate. 


R: 1°. Discriminantul este A= 3a +: 
4, 00) ecuaţia are rădăcini reale. 


pS y 
g Ees i Pem 
O 


2%, Se eliminá « intre S = 

= 42. 8%. 2 gi 3. 

(x) =21? 432 mon, fn ` 
trinomul dat în produs.- 


5(z + 22) e PEREZ 
62. Se dă trinomul: f 
4°, Să se descompună 
9. Să se arate că există ul 


) j 25 j . 
3. Să se arate că (2) > — pent u orice T. 


2(a2 + 3a + 2) de unde rezultă; că pen- 4 


10+2%  opţinindu-se relaţia 


m ji 


a încât fla +t) =f(a— t) pentru orice t- 3 iz 
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49. Pentru ce valori reale ale parametrului m ecuaţia f(x) = m are 
numai rădăcini complexe? Se poate stabili o legătură între rezultatele 
de la punctele 3° şi 4% 


Da pa 3 3 

R: 17. NEO E E E 3, Notám f(z) = m ŞI 
avem ecuaţia 

28? + 3z — 2 — m = 0, (1) 

a cărui discriminant este A = 25 + 8 m. Pentru A > 0, adică m > — = avem 


f(z) > — 25/8, unde x E R; pentru A < 0, adică m < — 25/8 ecuația (1) are 
rădăcini complexe. În cazul 3° curba reprezentativă (parabola) are un minim mai 
| mic decit 0 şi deci intersectează axa z-ilor în două puncte, adică avem două rădăcini 
> reale. În cazul 4”, parabola este situată sub dreapta y = — 25/8 și deci nu mai in- 
tersectează axa z-ilor, ecuaţia respectivă avînd rădăcini complexe. 


Observaţie. La punctul 3° se ajunge la aceleași concluzii dacă se rezolvă inecuaţia 

23: ETRE Dl a EN 

2r? + 3z — 2>-— — , iar pentru 4” se va putea scrie că discriminantul ecuaţiei 
8 : 


272 + 3x— (2 + m) = 0 este mai mic decit 0 şi deci m < i =. 


63.8e dă ecuația 4r? —4(m—1)z—m +3 =0 şi se cere: 
1°. Să se discute natura și semnele rădăcinilor ecuaţiei pentru m E R. 
2. Sá se determine m astfel încît să avem: 
1 +4 +42 =m, 
unde x, Za sînt rădăcinile ecuației date. 
R: 1*. Natura şi semnul rădăcinilor ecuaţiei sint redate în tabloul de mai jos. 


m | A | x | p | Concluzii 
— 00 
+ — + Rădăcini diferite, ambele negative 
—1 0 | — + Rádácini egale, ambele negative 
a = + 
1 — 0 + Rădăcini complexe 
-r + $ 
2 0 + + Rădăcini egale, ambele pozitive 
+ + + Rădăcini diferite, ambele pozitive 
3 -+ + 0 vı = 0, Loa >0 
-4- + — Rădăcini de semne contrare, cea mai mare 
în valoare absolută este cea pozitivă ` 
4-00 


¡m6 A E za 3—m 
he 2”. Tinínd seamă că 2, + zt: =m-— 1 si git = Zi avem a? + 


do 


= (x, + za) [(2, + aa)? — 32,2] = (m — 1) | (m — 1)? — (a — m| şi  înlo- 


.. 


24. 
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ES do AAA 


23 23) — m = 0, obținem o ecuaţie de gradul trei ale cărei 


3 
rădăcini sint: m, = 1, Ma = 2, m = — me 


cuind în 1 + 4( 


64. Se dá f(x) =** sina — 2/3 x cosa + sin 2a și se cere să se deler- 
mine valorile lui a din intervalul [0, 27], pentru care ecuaţia f(x) = 0 


are rădăcini reale. 
R: Discriminantul este A = cosa (2 cos?a + 3 cosa — 2) si din A > 0 rezultă 


7T no 3z ör 
n. e AFT — Ir . 
65. Se dă ecuaţia: a? — 2x sina + costa, =0. SS 
19. Sá se discute natura rădăcinilor x, şi xa cînd a variază între O 


si 27. pati i. ea pi 
% .-Sá se arate că dacă ecuaţia de mai sus are rădăcinile reale şi dis- 


tincte, atunci ecuatia - 
: Seat intaia y 
a 4 2% cosa + sinta = 


are rădăcini complexe și reciproc. 

3°. Sá se arate (fără a calcula rădăcinile) că expresia E = zi + 
+ 22 + 6 este independentă de arcul «. 

4°. Să se calculeze /1 +i. 


R: 1%. A = —cos 2, discuţia necomportind nici o dificultate. 
20, A’ = cos 2g = —A, concluzia fiind evidentă. 3%. E = 4. 


4 


A en | 
49, Viei ME (sos + ising) =/2 [vos (+ Ze 
12 


+ isin a+ e) k=0, 1, 2. 
12 3 : y 
66. Se dă ecuația (2m — 1)x? —2(m + 1) +m +14 =0 unde 
m este un parametru real. 
1°, Pentru ce valori ale lui m ecuația dată are rădăcini reale? 
2°. Să se cerceteze pentru ce çalori ale lui m rădăcinile reale x. x 
ale ecuaţiei sînt în relaţia pub 


3 so 
: Zi |< + a, 
folosindu-se relațiile dintre coeficienţi şi rădăcini. 
3. Y . FI a a . : | e 
Să se studieze variaţia rădăcinilor 2,, za ca funcţii de m. 


R: 1% Discriminantul este A = (m +-1)(2 — îm), de unde rezultă căi 


mE[--1, 2]. 
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. Se ţine seama că a? + a3 = (2 4 ze) [(x, + 23)? —32,%] şi că ma 
ay n T atole; T 23) = uda (2 +- £)? — 2x172]; se înlocuiesc x, + za si 
zz cu valorile că poată şi se obţine în final rezultatul 


me[- 1, 3) 
| 2 


eh 5: 3%. Tabloul de variație al rădăcinilor în funcţie de m este: 


> m A Concluzii 

ed —00 ga 

A — Rădăcini i complexe 

a —1 0 Lı = La 

xh + Rădăcini i reale si diferite, cea mai mare în 
E valoare absolută este cea negativă 

i => - 4 A 
YH y + Ecuatia se reduce la una de gradul întîi; 
S T Rădăcini reale diferite, amindouá pozitive 
E 2 0 Ambele rádácini egale gi pozitivo 

ee raS — Rădăcini complexe 

WE +00 


67. Fie ecuația: (1 + u) 4? — ux — 2u =Q, unde u este un para- 
metru real. 

49. Sá se rezolve si să se discute ecuația dată presupunind u z£ —1. 
2°. Să se arate apoi că dacă u tinde către —1, una dintre rădăcinile 


egalind în ea pe u cu —1. j 
E, 3”. Presupunind că u > 0, să se arate că S = xı + za este funcție 
„> strict crescătoare de u și avem 0 [SS <1. 


SiTi 


Ñ 


E a 
e Y 


* 
no 
5 

y“ -> 


4 


R: 1%, Pentru u € (00, = zlefe o| ecuaţia are rădăcini reale. 


E 


m Lt V9uz + Su _ 


Sai 2°, Dacă u = —1, avem za = — 2; dar lim q, = 

sia u+—1 ut  2(1 +4 u) 

SR - = —2 ceea ce trebuie arătat. 3°. S= — ; trebuie să avem oa, 
Se j i 1 + u 1 + uy 1 + Ua 

asa „pentru uy < U, ceea ce este evident, 

RE Altfel: Notind cu f(u) = ; “— ; avem f'(u) = ; 3 y > 0 pentru orice 
pa > 1+1 


AA uER— (1) si deci f(u) este o funcţie strict crescătoare pe tot domeniul său de 
„definiţie, 


96 


"ecuaţiei date tinde către rădăcina ecuației care se obţine din ecuaţia dată 


kad 
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A 


68. Să se găsească condiția pentru ca rădăcinile ecuaţiei 
(14 +5) a +p + ga + a — 1) +7 =0 


să fie egale. EEE AO i HE . 
R: Se scrie că A = 0 şi rezultă p? = 4g. Deci rădăcinile ecuaţiei date sînt 


confundate cînd şi rădăcinile ecuaţiei a? pa + q = 0 sint confundate. 
Altfel: din sı -+ ta = — — ŞI 21 — tg = 0 se scot z six, şi se înlocuiesc 
a 
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valorile găsite în at = a obtinindu-se același rezultat, 
a 


69. Dacă a, B sînt rădăcinile ecuației a? + px +1 =0 gl y, 8 
rădăcinile ecuaţiei a? +qx +1 =0, să se arate că avem relația 
(x —"(8 — la + 8)(B +8) =p—p*. i l 
R: Se va observa că produsul primilor doi factori este 1 + py + y?; lar a 
celorlalți doi factori este 1 — pă + 32; se multiplică și se ține seama de relațiile 
dintre coeficienți si rădăcini. Se pot înlocui şi direct în parantezele respective, 


valorile rădăcinilor «, B, Y, 0. < 
70. Să se arate că dacă fiecare pereche de ecuaţii din: £? — pıt + q = - 
= 0, 2? — pat + gz = 0, 1? — pat + gs = 0, are cite o rădăcină 


comună, atunci avem relația: | 
P+ PR pă + 40 + de + da) = 2P1P2 + PaPs + PaP). 


R: Se va tine seamă că condiţia necesară și suficientă ca două ecuaţii de forma 
az? + bz + c= 0, a'z? + ba +e’ = 0 să aibă o rădăcină comună, este 


(ac? — a'c)? — (ab' — ba”)(bc” — cb”) = 0; Só 


se scriu trei relatii de acest fel. ERA f i 
Altfel. Fie (a, b), (b, c), (c, a) respectiv rădăcinile celor trei ecuații; avem 
relațiile | Mele 
a+b=p, b+c=Dp» c+ a = Ps: ab = Qi boc = gq, ca= qu (1) - ES 
Înlocuim relaţiile (1) în enunţ si se obţine o identitate uşor de verificat. 
Altfel. Fie a, b, c rădăcinile comune celor trei ecuaţii; avem ` XEN 
a — pa + g9 = 0; B — pb +g = 0; È — py + g= o. ) (2) ON 


b — pb + g= 0; 0 — pe t ga =0; a — pa + q4=0. ; 
Adunînd pe rînduri în (2), obținem: si A 
LA a+ b? + eè + qi +g + da = P14 + Pab + pzc, (3) ERE 
E a? + b? + cè + gi t a + a > pib + pac + pasa. | j =) 
<< Adunăm acum relaţiile (3) şi finind seama că 5% 
| Ă 3 a+b=p, b+e=ps si c+ a= pa, obţinem | a 
| (a+ Ll + g + a) = pi + pá + p3. (4) > N 


o 2 : 
Dar Y at =()>3a):— 2 Y ab = z (Pı + pat Pa)* —.2(q, + q + da) si 


deci 2 (n, + Pa + pa? — at a + o) = pl + p3 + p3 de unde rezultă relaţia 
cerută. 
71. Dacă a şi b sînt rădăcinile ecuațiilor a? + pa + q=0, 294 
+ pna + q" =0, unde n = întreg si par, să se arate că -5 si stat ră- 
a 


dăcinile ecuației 2" + 1 + (x + 1) =Q. 
R: Avem: 


ab =—p, ab =q; (1) 
dar relaţiile (1) se mai pot scrie sub forma 
a P a q 
PA ral Mi T 2 
b ab (2) 


a . {w . {w {v . {v . .. Li . . 
Cum r trebuie să fie o rădăcină a celei de a doua ecuații din enunț si tinind 


: n n 

seama de (2), trebuie să avem A) +12 -2 = 0, sau efectuind calcu- 
a 

lele obţinem b?” + ph b” + gh = 0, ceea ce este evident, deoarece b este o rádá- 


cină a celei de a doua ecuaţii din enunţ. Asemănător searată gi pentru La 
a 
Altfel. Avem a? + pa + q = 0, b? -+ pb + q = 0 gi a + pr an + qa=0 
ben + phbn + q" = 0; scăzind aceste relații respectiv două cîte două, obţine, 


a+b+p=0, (3) 
ah + bn + pn = 0. | (4) 
Din (3) şi (4) scoatem 
(a + bran +b=0 . . (5) 
şi împărțind în (5) succesiv cu a” si bn, obţinem: 


bin b n . a 

E +1414 ha +1) =0 şi [2] + 1 + la + y = 0, adică ceea ce tre- 
a a , 

buia de arătat. 


72. Se dă ecuația (p — 1) x? — (2p + 1)x +14 = 0 și se cere să se 
găsească valorile lui p pentru care rădăcinile acesteia să fie mai mici 
„decit 0,5. | 

2. Să se formeze şi să se discute ecuația care are ca rădăcini inversele 
rădăcinilor ecuaţiei date. 

RAAT ETE „astă A a 1 

R: 1°. Se formează ecuaţia ale cărei rădăcini sînt yy = sı — AA unei. 

Se obţine 4(p — 1)y2 — 4(p + 2)y — 3p + 1 = 0. Această ecuaţie trebuie sá 


aibă rădăcinile mai mici decît zero, adică trebuie să avem $ < 0, P > 0. Asociem 
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Ja aceste condiţii si A > 0, unde A este discriminantul ecuaţiei în z şi se obţine 
| S , 1), 

2%, Ecuația cerută se formează inlocuind pe æ cu 1/2; obţinem 

z — (2p + )3+ p=-1=0. 

73. Se dá trinomul: T(x, m) = (m? — 1)a? — 2(m? + m — 1)z + 

m? + 2m şi se cere: 

19. Sá se arate că oricare ar fi me R, ecuaţia T(x, m) =0 are rădă- 
cinile reale. 

9. Să se determine mulțimea valorilor parametrului m, pentru ca 
ambele rădăcini ale ecuaţiei să fie cuprinse în intervalul. (—1, + 1). 

3°. Folosind, relațiile dintre coeficienți şi rădăcini, să se calculeze 


. 
2,co(2, + 22) 


expresia: En) = 


R: 1°. A =1: 9. me[=o, z5 3) 


32. Em) = mím ¿da (mm. 1) + 2 > 
mim + 2)(m* + m — 1) 
74. Se consideră ecuaţia de gradul doi in x, în care m este un para- 
metru: (m —1)z2 —2mx + 2m + 3 =0. | 
Se cere să se determine pentru care valori această ecuaţie admite o 
rădăcină cuprinsă între 1 şi 2, cealaltă rădăcină fiind inferioară lui 1. 


R: mE | —2, 3)' 


75. Fie ecuaţia £? + 2px + q =Q. 

1°. Să se găsească relația între p si q astfel ca ecuația dată să aibă 
rădăcini x, = coso și Lt =SINQ. 

2°. Pentru ce valori ale lui p, unghiul y poate fi în cadranul |, pentru 
ce valori în cadranul 11 sau IV şi pentru ce valori în cadranul 1110 

R: 10. 4p? — Qq = 1. N 


o y2 1] | EN L 4 Va 


76. Sá se rezolve inecuatia Vx—2 > x— 4, unde x este număr real. 

' R. Trebuie să avem în acelaşi timp 2 —2>0 si 2 —4>0, adică 2 > 4. 
Punem y = Vz— 2 si ya = x — 4, unde y, reprezintă o parabolă cu vîrful in A(2, 0), 
si Y, reprezintă o dreaptă. Din grafic rezultă că inecuatia este verificată pentru 
T 13 . : 


17. Sá se determine valorile lui m pentru care are loc dubla inegalitate 
Pay a? + ma <9 x 
R: m E[— 2, 3]. y 
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78. Se consideră sistemul: ax + 2y =3 
3x+4y =5 


unde a este un parametru real. Se cere: 
19. Sá se rezolve sistemul. 


Ae 2°, Notind cu (24, yı) soluția obtinutá, să se determine valorile lui a, 
`; “astfel ca numerele xı, Yı, % + Yi să fie în progresie aritmetică. 


SIA 3". Să se rezolve ecuaţia sin E — 24) = Xp, unde xy este valoarea 
re ' . i 
¿2 dal q, pentru a =, 
i A Dee R: 1°. z= , = Soau ra A ȘI a = La 
SS 2a—3" % 2(2a —3) 3 
pe 90, sin PE da] = =41 - 
> 4 1 
ci A RE 
AS 19. Se dá sistemul: + (M—2WMy+A=0 
SS, (à — 3) z + 2y +3 =0. 
Es Y. Să se discute natura sistemului după valorile reale ale lui A. 

+=: 7 22, În cazul soluţiei unice, să se determine A. Hapi 

A A=2 . A 
R: Pentru —— Æ , Sistemul are soluție (dreptele reprezentate de ecua- 


4 
pi 


E 
x 


80. Se dă sistemul: c+y+ z=i, 
p mo + y + z=0, 
too E 2+y+4=0. 


po. 19, Sá se rezolve sistemul. 


A 
R: 41°, £ = A pe de i, Pie tu ic ÎS 
1—m 3 (m — 1) 3 

2°. m = — 2, pentru care æ = 1/3, y = 0, z = — 1/3. 


P : 81, Se consideră sistemul: x + y = 2m; xy =1 unde m este un 
+ parametru real, 


“Sia. A 
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a o AA A AAA 


49. Să se rezolve sistemul şi să se discute semnul şi natura soluțiilor. 

2. Dacă m = cosa, să se arate că xP + y? = 2 cos pz. 

3. Să se determine v. astfel incit (1 + i) a? + (1 — i) y? =0, în care 
VA. E 

4. Să se arate că dacă m `> 1, atunci Vx + Vy =V2(m + 1). 


R: 1°. æ şi y sînt rădăcinile ecuaţiei 3? — 2m3 + 1 = 0, de unde rezultă că 
pentru mE(—o, — 1]JU[1, 00) sistemul are soluţii reale. 


2°, Pentru m= cosa, z = cosa + i sing şi y = cosa — isinu de unde rezultă 
-aP + yP = 2 cos px; 


3”. Înlocuind, se obține ecuaţia cos 2 — sin 24 = 0; 

4. Avem (Vz + V y) — 2 Vry = 2m, sau Vx + Y y = V2 (m + 1). 

Altfel. În planul axelor rectangulare zOy se consideră hiperbola echilateră 
(17) : xy = 1 şi dreapta (D) : x + y = 2m paralelă cu bisectoarea a doua a axelor 
de coordonate. Fie- M(1, 1) şi M'(—1, — 1) punctele de intersecție ale bi- 
sectoarei întiia — axa de simetrie a hiperbolei (H) — cu aceasta. Cind dreapta 
(D) se deplasează între M gi M’ sistemul nu are soluții. În această situație tăietu- 
rile dreptei (D) pe axele de coordonate au valori cuprinse între — 1 şi 1. Cind 
dreapta (D) intersectează hiperbola in M sau M’ (este tangentă la hiperbolă) 


“avem o soluție dublă z = y = 1, pentru m = 1 sau x= y = —1, pentru m = 


= — 1. Evident, pentru — 1 > m > 1 dreapta (D) intersectează hiperbola (H) 
în două puncte distincte gi deci sistemul dat are două soluții distincte. 


82. Se consideră sistemul: 
x -+y +2=3(sinta + 4) 
— g +z = 4 cosg 
—2y +2=0. 


1°, Sá se calculeze soluția (£z, y, z) a sistemului. 


20, Să se obserpe că numerele x, y, z obținute la 1? sînt în progresie —- 
ariimetica gi să se calculeze suma primilor 20 termeni ai acestei progresii. 
3. Să se determine parametrul « aşa ca suma pătratelor numerelor 


T, Y, z obținute în soluţia sistemului dat, să fie egală -cu 75. 


. Æ. Să se determine parametrul « aşa ca raportul dintre x şi z să [ie 


mai mare sau egal cu 1(x/2 > 1). 


a o 2 $ a 
R: 1°. z = — m? — 2m + 5, y =5— m, 3 = — m? 42m + 5 unde m = 
= Cosa; 2°, Avem 2y = æ + z, ceea ce arată că x=, y, z formează o progresie arit- 


: 90 (2 
meticá cu ratia r = 2m. Say = A a ud gio 


= (— po kr şi a, = (— pea 4 kr; 4°, GR a 


20 (~m? + 147m p 5); auz 


D 


E", ¿EE 
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Să se rezolve cu ajutorul delterminantilor următoarele sisteme de 
ecuații: | 
83. ax + by + cez =b +c 


bx + cy +az=c+a 
cx + ay + bz =a -+b 

R: Avem 
a b c 


b +e b c 
Ax=|c+a c a |= 0, 
a+ b a b 
a b+e c | 
Ay=|b c+ a -De-a 
c a -- b b | 
a b bc 
A, = b e ces [Doa 
c a a+b 


z= Ax/A=0, y = Ay/A= 1, z =A¿/A = 1, dacă Za £0 gi ab EcH0. 
Dacă Ya = 0, sau a = b = c sistemul este nedeterminat. 
Altfel. Se adună cele trei ecuații membru cu membru și se obține 


(a + b + c)(z+ y +2) =2(a + b + c) (1) 
de unde rezultă că pentru-Xa = 0 sistemul este nedeterminat. Dacă Za 0 
~ atunci din (1) rămîne 
z+yt+z= (2) 
În (2) se înmulțește succesiv cu c si a, rezultatele obţinute scăzîndu-se din 
prima, respectiv a doua ecuaţie a sistemului. Se obţine sistemul 
(a—c)z + (b=cey=b=ce 
(b—ajr + (ec—ajy=c—a 
iar din (3), dacă a Æ b Æ c, rezultă z = 0, y = 1 si avind în vedere (2) scoatem 
şi z=f. 
84. (1 +b +eje— (1 + a)(y +z) =—a+b+e 
(1 +a + c)y —(1 + b)(2+x3)=a=b+e 
(1 + a + bj — (1 +c) (1 + y) =a + b—c. 


6) 
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R: Avem 
1+b+e —(1 + a) — (1 + a) 
A = —(1 + b) 1 Hate — (1 + b) 
(14 e) —(1 +c)  1+a+5 


determinant care se dezvoltă astfel: se adună toate liniile la prima, apoi se scade 
coloana a doua din coloana intiia si în fine se dezvoltă determinan tul obținut după 


elementele ooloanei intiia, rezultind A = —(2 + a + b + ej? 
=a+b+e —(1 + a) —(1 + a) 
Ax = a— b+c 1+a+e —(1 + b) 
atb—0 —(14+.0) 14+at+b 


determinant în care scăzindu-se coloanele a doua si a treia din coloana întiia si 
apoi dezvoltind după elementele coloanei intiia se obține As = a(2 + a + b + e)? 


si deci z = ~ = —a. 
A 
Asemănător se obține y = —b, z = — c. 


Altfel. Se adună şi se scade (1 + a)z la prima ecuație, obtinindu-se 
(2+ a+ d+ cgr- (+ alery+za=-a+b+<e, (1) 


si asemănător se procedează cu celelalte două ecuaţii, adunind gi scázind respectiv 
(1 + b)y si (1 + c)z. Se adună ecuaţiile de forma (1) obţinute astfel si rezultă: 


eao 


z+yt+z= —(a+b-+c) (2) 
Combinînd (2) cu fiecare din ecuaţiile sistemului rezultă soluţia găsită anterior 
69. $2 pi y =P az Sa a + 2 X ty FRY *, a. În X vy y To € 
z +ay+z =a 42 acd A o 
i e . a a n ~ AL „ata à: k 
az +Y+2=3. ) AE >, f la” > 
R: =À pato 
Sen A, a) 
' 4 a e. E AN + (4 a eg! 
MS A 1|=-44+3—2I=-(a-1% (a+ 2 LA y: 
a: 1 41| a 
“ad 2" 4 0 4-—a a-—41 
3 4 4 3 1 1 
0 —1 1 
laa] 4 1 0 | = —(a — 1)? 
| 3 4 4 | 


„şi deci g = Ag/A = 1/(a + 2), 
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TE, cu al şi af —2, 


ut a 
Asemănător găsim y = z = 
a 


Altfel. Se adună cele trei ecuaţii membru cu membru și, presupunînd a + —2, 
rezultatul se imparte cu a + 2; se obține ecuaţia 


e+y+i=2 4» (1) 


a+ 2 


Din (1) se scad succesiv cele trei ecuații ale sistemului dat și rezultatele res- 


pective se împart cu a — 1, obținîndu-se aceeași soluție ca mai înainte. De observat 
„că pentru a = —2 sistemul este imposibil, iar pentru « = 1 sistemul este nedeter- 
-~ minat. í 


86. 1 x+ay + az = aè 
gz + by + bz = b3 
m cy-+ z= e3. 
2°. Să se exprime apoi $> a în funcţie de x, y, z. 
R: TA anna? | i 
A= | 1 b b | = determinant Vandermonde de ordinul trei, care 


1 c e? 


„se dezvoltă prin scăderi de linii, obţinîndu-se 


A = (a — b)(b — lle — a). a) 


© Az, Ay” ṣi A, sînt de asemenea determinanți Vandermonde de ordinul trei care se 
dezvoltă tot prin scăderi de linii obținîndu-se Ax = abcA, de unde A are valoarea 


de la (1), Ay = — A-Xab, A¿ = A: Xa, rezultind -imediat x = Ag/A = abc, 
y = — dab, z = la. 
2° Da? = 3 — yz + 3x 
87. z +aæy + a% +a =0 
æ + by + bz +0=0 


x + cy +e +é =0 


R: Avem: 
, q a3 as 
A = 1e. DD , adică — Ay de la exerciţiul precedent 
| e e 
mar q as a` T? 
Az = — 5 p2 p3 . — a?bh?e? i b 4 b 
A 63 că dae 
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2202 s Yn2b? y 

Rezultă imediat z = — O Asemănător obţinem y= Li n Fedde 

ab+ bce 4 ca Zab 
. (a + bib + ele + a) 
ȘI E a CR sari e md Avize q 

2ab 

Altfel, Fie x, y, z o soluţie a sistemului dat. Considerăm ecuația de gradul 

patru în 
u: gs- uyt uwz p ut = O; | (1) 


care are ca rădăcini pe a, b, c (conform ecuaţiilor sistemului propus). Notind cu 
A cea de a patra rădăcină a ecuaţiei (1), avem 


a + uy + uz + ut = (u — a)(u — b)(u — cj(u — 2). (2) 
Dezvoltind în (2) şi identificind obţinem z = abc», abe + (ab + be +- ca) A = 
= 0, y = Xab + Ala, 2= — (Za + 2). 


ss, xz +- 2y =y +32 =z + 4u 
x + 2y + 3z + 4u = 4a 
x -+ 3y + 2z — 4u =Q. 
R: Sistemul dat se poate scrie si sub forma: 
| zx +y—3=0 
y +2 — 4u=0 
- B+ 2y+ 334 ú4u = ha 
x + 3y + 2z — 4u=0 


unde / Z 
4.4 —3 0 28 
0 1 2 —4 A A 
A = i AE 
4 2 3 A EAS 
> 
si 4 3 2 —4 Å 4% 
. A mă úl 
determinant în care se adună linia a treia la a doua si a patra la cea de a treia, apoi . 
se dezvoltă după elementele coloanei a' patra obtinindu-se A = 8. Apoi > 
TRS 
Di 4 o mg 0 SI 
fi 0.4 2 “kh ds) 
* | 4a 2 3 4 keo 
' 0 i 3 2 — 4 s i, de. 
. ` E 
i b A 5 y AG 
determinant care se dezvoltă după elementele coloanci intiia, rezultind A, = 964 ~ 
şi deci v = Ay/A = 12a. Asemănător se obţine y == —6a, 3 = 2asiu= — Las: a Y) 
e i . S a Es d F zeA Eoas. 
e 17.4 
a Rie 24 
3x dk us 
i Li II 
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89. Sá se rezolve sistemnl 
x — 3y +z — 2t —u =a 
y—2= t4u=b 


z— t =œ 
t—u =d 
z—Mm =œ 


unde a, b, c, d, e sînt constante reale, iar A un parametru variabil real. 


R: Rezolvarea acestui sistem cu determinanti este mai anevoioasă, de aceea 
este recomandabil ca în acest caz să se foloseacá metoda eliminării, luînd în consi- 
c+ d—e 


derare mai întîi ultimele trei ecuații din care se obține cu uşurinţă u = ———— » 
a— | 
+ d — > + d — i fa : 
1 = nat fe A RIL de i imăă -c + d. Apoi, din primele două ecuaţii, 
A— 1 A— | 
ani r c+ de a 
rezultă imediat z = 5 ENEE AR + a + 3b -+ 2c -+ 7d ŞI 
vaegt do 
y = RI + b Ho + 2d, cu A$ 
A— 1 
90. Se dau matricele: 
4 —1 2 O 1 0 4 —1 
A == ? B = í > 3 C = t 9 
3 —2 0 —1 2 —3 —3 2 
| 1 1 


Se cere sá se calculeze: 

— Suma A +B +C’ (C' = transpusa matricei C, adică matricea 
obținută din C prin schimbarea coloanelor in linii de același rang); 

— Suma A —B—C' 

— Sumele A +B; B+C’; C +A. 


— —3 24+0+17 [5 —3 3 
raro [PE 1+1 + +i- | 


B=1-4 —2+2+2 0-—3+1 1 -2—2 

TON T E e a: 02-041 —3 4 1 

A-B-C = 2 + | |=[; ,) 
34144 —2-2-2' 04+3-—1 5 6 2 

10 2 , ESA" AT: 5 —4 
4+8=|, 0 a Ai =[_, akera- 01 


Se pot acum verifica egalitátile 
A+ B8+4+0'=B+C+A=C'+A+B, 


pe care le lăsăm pe seama rezolvitorilor. 
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91. Să se calculeze rangul matricii: 


2 — 3 1 


j.a 
| 
Nm 
p> 
| 
m> 
> yv o 


4 —7 4 —4 5 


R: Vom aplica metoda lui Kronecker, adică vom căuta un determinant de ordin 
minim, diferit de zero, pe care-l márginim cu elementele matricei, astfel că putem 
forma un minor de ordin superior al matricei; dacă acești minori sînt nuli, rangul 
matricei este egal cu ordinul determinantului de ordin minim, ales la început; 
dacă găsim un minor, cel puţin diferit de zero, mergem mai departe la minori de 
ordin mai înalt, obţinuţi tot prin bordarea (mărginirea) cu elemente corespunză- 
toare ale matricei. y 


În cazul de faţă luăm determinantii de ordinul al doilea 


2 —4 —4 3 
a=| =0 şi d = =2Æ0; 
1 —2 — 
vom mărgini deci pe d, şi avem: 
2 —4 3 i 
0 1 —1 
putem merge mai departe si obținem 
2 —4 3 4 
1 —2 1 —4 
4 —7 4 —4 
si 
2 —4 3 0 
1 —2 1 2 
h= lo 4-1. 4 


=2x 0-1xX04+0-4x0=0; 
| | 


Cum alţi determinanti de ordinul patru nu mai avem, rezultă că rangul matricei 
este 3, 


92. Fiind dată matricea a nesingulará 


0 1 — 
a = 2 1. -.8 
—3 —2 4 


„să se calculeze matricea inversă a”! şi să se verifice egalitățile 


aa” = alsa = ] (matricea unitate). 
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R: Termenii matricei din care se obţine matricea inversă sint, obseryind că 


lla || = —10 
13 
Su Oas 


i 3 ap = — 11; a = —1+ 


: du =1; arn = —3, la = —8 i; 
EZ E i aa 2 9 dy = —2, 
e: 5 Matricea transpusă A va fi atunci 
E | Pik a 
Ne A | 3-2 
NES | rade etil EL 
iar matricea inversă este: 
Er PAS 
- 10 10. 10 
E PEU ICA 
10 10 10 
„4, 2 
iO dai o] 
Avem 
A E A A UE F 
40 10 10 
a:arl = 2 1 3 21 2 A 
10 10 10 
1 802 
i Psi a sai re 40. 40.2 - 40| 
şi R 
y: A dir A 0 14 
să 3 2 
nz alg = — — — je 2-4 31 = 
CEA 10 40 40| ` 
veg 
y AE A P 
Ai ia ati 40 | 1 0 10] le LIN 
a: Conchidem că matricea å împreună cu inversa ei a”! sint dou 
AET. 


á matrice permutabile. 
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93, Sá se calculeze inversa matricei untlate. 
R: Sá considerăm matricea unitate de ordinul trei 


4 0 0 
l= 0, 4 o |: 
0 0 4 


Calculind ca mai sus (exerciţiul 92) avem: 
1; ap =0; ag =0; ay =0; a= 1; da = 0; 


uy Mare 
deci al = a, adică 171 = T. 


au =0; a = 0; da = 1 şi fal =1 ; i 
94. Sá se rezolve ecuaţia matricială A: = B, in care A și B sint 
matrici pătratice date de acelaşi ordin, tar x o matrice necunoscută, adică : 


i 0 SI a e ab. pi ip aa 
4=] 033 Ce BA A 23| Ya -Va 
=D 2 0 1 —3 21 Za 23. 
R: Avem: 
zı —21 Za — Za T3 — 23 
A z=l|l 3y + 4 3Y2 + Za 3ya + Za; ; 
| —2 + 2y, + 23 — Za + 2y: + 2z —23 + 2y; + 23 


aplicînd principiul egalităţii a 2 matrice, obţinem sistemul: 
a—2u=1; By + 3 = —1 H —z, + 2y, + 22, = 0. 


Prin adunarea tuturor ecuațiilor sistemului găsim ecuația: 


5y, + 22, = 0, care împreună cu 3y, +Z, = —1 ne dă: y, = —2; 04 


apoi z, = 5; x= 6. Tot astfel din sistemul 

£a — Z = 0; 3ya + 22= 13 —22+,2Y2+ 222 = 1, obținem - 
Sye + 2z = 2; 3yz + 2% =1 CU ya = 0; Za = 1; ty = 1; 
iar din sistemul: 

zy — 23 = 2; 3y + z= 1; —% + 2Y3 + 22 = —3 găsim 
Sys + 223 = 0; 3ya + 23 =1 Cu Yo = 22% ="-5 2q= —3. 
Așa dar: 


sd 


fi 


pa 
J 
Pi, 
Da 


Oe 
ra... 


y i 
de că Ad at d: 


Pr 
s 


. 
7 


Dis 


6 1 —3 ROTA 

as EA A E 2% 

5 1 —5 ¿A 

Acelaşi rezultat îl putem obţine inmulfind matricea inversă a matricei A cu matri- -= 

` cea B. Propunem rezolyitorilor acest exercițiu. N A A YT 
f we “y 4 

i ră 

39 ñ sd a 

: a IES, EDS PAE E RĂI i Ia sate Ep 

Pe A pe ti cd 
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95. Să se afle valoarea polinomului matricial 


PX) 2 XX T Sl unde X = Es Sa): 


a 7 el 10. e 3 4 0 0 
REATO m =| s 12 —45 15 p 3 =l o" 


96. Sá se afle valoarea polinomului matricial 


2 4-4 
P(X) = X: — X — la, unde X =|3 A Y 
1 4 0 


R: Se procedează ca la exerciţiul precedent. Rezultatul este: 


4 3 
P(X) = 0 3 
1 —2 


DD o n 


97. Să se demonstreze egalitátile: 


i al E k „|: È | =| | 
1 3 47)" lo-4i 2 "10-A 
R: Avem succesiv f a | -| T . p | -|; al: 
1 3 1 3 41 3 5 40 
2 11. 3 4 
L ¿]= ; k ,| 


Pentru egalitatea secundă, procedám prin inducţie completă; în adevăr, pentru 


l i Ai aa ecua : 4 17r 1 n 
n = 4, egalitatea se verifică. Să presupunem deci că avem A al US 


i să arătă PI y SER i n+l 1 ni . a AA $ | k 1] 
aa d Ci = e 1 = . = 
3 aam ca K | F 4 Da 0 4 0 4 0 1 


1 n] fi 1 L n+1 
a aa | eeta. 


cosa  —sin i? pa na — sin a 


| sin a cos a sin na cos na 
R: Se procedează prin inducţie completă (vezi exerciţiul precedent). 


98. Sá se arate că | 


40 
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: 1 A 
este satisfácutá pentru o infinitate de matrici X. 


E 2 1 3-3 ; 
R: Egalitatea | IE a = | | ne duce la sistemul nedeterminat 
2 4 Tr Y a 1 


%e+21=2; 2y + yı = 1. Putem lua deci pentru X, X =| S y |: 


100. Să se arate cá nu există matricea X pentru care 
2 1 1-*U 
X . = > 
2 1 0 1 
R: Se observă imediat că coeficientul lui X este o matrice singulară, deci 


matricea inversă nu există şi ecuaţia n-are soluţie. Se poate proceda și direct (a 
se vedea exercițiul precedent). 


99. Să se arate că ecuaţia matricială , i . X = k | 


A f a b - ; 
101. Să se determine matricele X =| A care satisfac ecuația 
| c 


X?=0. 
R: Se găseşte uşor că: a + d = 0, a? + be = 


, a : a b À ; 
102. Să se arate că matricea X =| A satisface ecuația matri- 
c 


cială X? — (a +d) X + (ad — be) 1, = 0, unde 1, =| il 


103. Să se găsească matricile permutabile cu matricea 


Alel 


B 


3 b] . E 
R: Trebuie ca f -| -.X=X: j à) E cu X = Ñ al se gáseste cá 
1 c 1 eœ Lo ` 


xz = (a — e)a + B si y = ba. 
104. Sá se determine matricea X, definită prin ecuația ` 


2 11, g, e: 2 =i 4 
a sal 


A e ES è i Y 
R: Etectuăm înmulţirea succesiv, adică prima matrice cu X = [. Al 


iar rezultatul cu matricea a treia; identificind găsim pe «, y, şi obţinem 
x =] de E 
—34 —18 | 
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105. Sá se determine matricea X, pentru care avem 


2:54 DEL: 
pia: | 0.1 1].X=|]1.2.0 
d 0.0 1 01.4 


Lar Tra Taj 
R: Scriind pe X = | £a Za aa] efectuind si identificind, obţinem trei 


OS Ca Ta Ta 
sisteme de ecuaţii de cite trei necunoscute. Soluţia este: 


ARES | 1 — 1 

et X=l1 4 —1 |; verificarea rezultă imediat. 
or 0 1 1 

- E y > IPR e 

A 106. Să se arate că cgalitátile matriceale 

ts Y 4 

e 108 a bi fx, Gl pa bi Ca] | Zu dı 
1 4 - = $" ay -:da coll 21| ds 

E A (o ba Ta] ` Ca b d 

+ $ | (3 03 Cal LTs 3 


i 3 Y A i = v .. A 
eta a echivalează respectiv cu un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute 
sau cu un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute, 
R: Efectuind si identificind se obţine fie sistemul 
az bita = Ci `n -, Gr bix Ciz, = d 
171 E Oae 1 fie sistemul 121 E bata E 01% 1 
Gata + baza = Ca ot + baza + Cata = da 


| Asi + bata + Cata = dy. 
De aici rezultă că pentru posibilitatea acestor sisteme este necesar ca matricele 


— coeficienţi ai necunoscutelor — sá nu fie matrice singulare. Putem să regăsim 
acum formula lui Cramer pentru rezolvarea sistemelor, scriind: 


MARA! 


ori 
A 
a cba ¿JA A a b 
| j = „unde a | |+ o 
Ay b, Ag “1 | la ba 
A A 
si atunci: 
: bae, == Ca bacı > bico A 
a = T 1 
LA 
Lo aĉa — Aali aĉo — Aly 
Ta 
a A A 
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107. 19. Sá se rezolve sistemul 


Mir m [4 
i m 1lbly|=]|1]|- 
1 1 mi Ls 1 


„90, Să se găsească valorile lui m pentru care sistemul are soluţii întregi. 


Rs 4%, Efectuind- înmulţirea matricelor din membrul întîi si apoi egalind 
rezultatul cu membrul al doilea, se obţine sistemul 


m: + y+tz=1, æ + my+ a= 1, æ+ y+ m=1 


cu soluția a = y = 2 = LE 
m-+z2 
2°, a kEz. 
k 
108. 1°. Să- se rezolve sistemul : r ; 
| a b c| |y +z a 
b c alla +x[=2-| 0]: 
c a bl {z +y c 


22. Să se găsească o relație între z, y, z independentă de a; b, c fără a 
rezolva sistemul. 
R: 1° — 2%. Efectuind înmulţirile matricelor se obţine sistemul 
, aly + 2) + b(z + + 2) + c(z + y) = 2a ¿a 
bly + 2) + ela + 2) + alz + y) = 2b (1) 3: 
ly + 3) + alz +a) + blz + y) = 2e $| 


care este echivalent cu: 


(b + cje + (c + ajy + (a+ b)z = 2a = o 


(c + alz + (a + bly + (b + cz = (2) să 

(a + bjx + (b + c)y Sh (e + ajz = 2c. se A; 

Rezolvind (2) se obţine: z = —1, y =1,z= 1. ; APE 
Din (1) sau (2) prin adunarea celor trei ecuaţii şi pap cu Ya = 0 se obţine . - SR 
ze 4; $ 
109. Se dau matricile | ISE 
0100 0001 Sti 

| 000 1 pier S aE E. SUE 

4 1-0, 0 o i? RE o 0 40 Eo 
100 0 0 100 rai 


Să se arate că A =B", A' = B, A™ = A’ (unde AA şi B sint Ko: 
matricele inverse ale lui A si B, iar A' este transpusa lui A). 
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110. Sá se arate că 


AR be ca ab m 
] Paber e= ed ==) e= ae 
$ D ge —(b + c) — (c + a) — (a + b) 
4 i (a — dj(a — c) (b— c)(b— a) (ce — aj(c — b) 
E coc 4 4 r 
4 la bla — c) (b—c)(b—a) (e— aj(e — b) _ 
j c(e — 2a) ca a? 
4 a g -1 (a — c)? a =c (c — aj? 
} 2a c +a 2a 
dE i 2a = A ni tati a-i 
o ' 0 1 (a — c)? a— c (c — a)? 
i 2 
nE lne -È | O 4 4 
i | Pl A IN e 
A 111. Să se rezolve sistemele de ecuații: 
$ 1 1. —z +1 
rE X +- — + == 3 XZ -- N. Aa d A — b 
$! y: z=1 yz — y 
A y +1 
E: ett A a 
À- y z— 1 
R: Notăm TE u, A =v şi sistemul dat devine z+ u+ v =a, 
y I- 
> z— u +v = b, x+ u — v = c, de unde rezultă ușor: 
d b+c 2> 2 
a? x= 3 = , 2 = 4 A e 
H: i 2 A a— b ae 
i “119, 3x +3y —5xy =1 4222 + 2y? 
El EA xy +r? +y = 2 — 5r — 5y. 
i R: Cele două ecuaţii se pot scrie sub forma 
[i z 3(z + y) — zy — 2(x + y)? = 1, Su + y) — zy + (x + y)? = 2; prin scădere 
$ obţinem 3(æ + y)? + Yu + y) — 1=0. : 
f! Se ia ca necunoscută auxiliară x + y = z, rezultind 3, = — 1, 22 = A , 
di ' 
A de unde zy = —6 şi zy = — a . Soluţiile sistemului sînt: 
H) 
EEA 2 4 
El z —3 2 = =“ 
i : 3 3 
9 SAE, — — — 
i ý i | 3 | 3 - 
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a=1 2 +4y_ 34 


— å a PE 
13/94 + Vet as 


R: Se folosesc proprietăţile proporţiilor în ecuaţia a doua si se obţine 


ELY = +4. Soluţiile sistemului sînt: 
z —y 


CEGAN culta sia MEA 
æ | 5 | (15+6i)/29 
y | 3 | (25310)/29 


114. (+ — y)? + 2ab =ax + by 
xy +ab = bx +ay. 


R: Din ecuatia a doua, prin transpunerea termenilor, se obține  = a, y = b, 
de unde rezultă soluţiile: 


z| oala la |2 
y |o |2| |è 


z? +y’ 2 2 — 1 TY XV? Ep ALA 
115. A pepy 13 apt y is 


R: z = 3, 1; y =1,3. 
116. xy +6 =x(2— 2) 
zy — 9 =y(Q— y)» 
R: z= 2, 2, — ô, —6 
y = 3, —3, 9, —1, 


117. Vz2 + 12y + Vy? + 122 = 33 


z+y=23. 
R: z = 13, 10 
y = 10, 13. 
118. z? + y? = 61 
£ — y? = 91. 


R: Se notează xz — y = u, ty =” Si sistemul se transformă în u? -+ 2v = 
= 61, u(61 + vu) = 91. Se obtin solutiile: 


= 434i V47 |—14 + iV74 

z 6 —y A A 
2 2 

—13+ 1 Vaz] 14 + i VF, 

„| 5 | i tiya +i Ia 
2 2 
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| 3 

EPS Y EN V a OS i 

[= 27 119, pa 

pe Vz+y+Va-uy 

qa a? + y? = 65. 

ir R: Se folosesc proprietăţile proporţiilor în prima guate adunind numitorii 
EPAR la numărători si scăzînd pe aceştia din numitori; apoi se rafionalizeazá şi se obţine 
de % + LY — 8. 

T a Ivy 

LE Se asociazá apoi această ecuație cu 2? + -yt = 65 și se obţin soluţiile: 
HT : 

pap 2 9 V2 

Y | a ¿78 y Y, 

E. 120, 2 Y y + y? = a. 

LS > l 

VER a 2 2 ays = 

Ne Py + ap + ys = 

> 

li R: Se observă că împărțind cele două ecuaţii obţinem Z = a si inlocuind 
es Eaa EA y 

A b 


E „apoi în ecuaţia a doua pe z = d obținem y, = DR YN = mov 
ne RR Va: + abr b? 
> d = yop, unde 0, sînt rădăcinile cubice complexe ale unităţii; valorile lui æ 


- se obţin apoi din z = za y: 
| 7 1291. Ata? + 3y?) = 13y(g? + 32°) 
z? + ty +y =T. 


! pe . . . Li 2 ă 

EL R: Prima ecuație se poate scrie sub forma io Ep, . Aplicind pro- 
y pa. y? + 32*y 14 

EJ fi 3 

fa e ietaţile proporţiilor, rezultă [ES = 27, de unde ¿de i. pl 3, zti 
AS y— az y —. 2 O 

| FĂ - y x+ y .. O AR ` TRT .. 
Mp ¿o 301, = 30», 01,2 fiind rădăcinile cubice complexe ale unității. Soluţiile 
ti e y— y 


El „reale sînt zi = +1, y Y1,2= + 2, cele complexe obfinindu-se fără vreo dificultate 


ECO (in total se obtin sase sisteme de soluţii). 
ii 200 199, az + by +z =0, 
AN EAS e Nr 
E j 
Es AA i xyz- =abe(a + b)(b +ce)(e +a), unde a b Æc. 
it tă > R: Se foloseşte tabloul dreptunghiular (matricea) al coeficientilor primelor 
două ecuaţii omogene. 
A j 
o 46 
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Avem: | 
TN Yon AR 
Duel 158 a b k, 
LA AL A 
b c ca a b 
Ma șa 3 ps 
, be ca ab 


înlocuind aceste valori în ultima ecuaţie a sistemului dat obținem 
Pe abc 1) 
(a — b) (b — c) (c — a) 
Notăm membrul al doilea din (1) cu « şi avem de rezolvat ecuația binomă 


B— as 0 (2) 


Punem k = a-u și (2) devine u? — 1 = 0, : ei à 


<= L 8: . — R 

de unde uy = A; Us, = EA ȘI deci kı = Ya «Uy. = os 
= A 8 , ka,3 = ESA do ae * Uo,ge Ax 
| (a — b)(b— c)(c—a) | (a — b)(b— c)(e—a) să 
ig 
Avem trei sisteme de soluții: De 
` Xi, Vl» 71 X2, Y2, Za X3, Va. 73 i „SoS 
MA A A e ÎS 
= o co SS 
T de +a Un = Tı * Uz Za * U3 x 
TEREA | a 
2 3 
ble + a E (ae na) yu Yı * Us pe 
y ( Md 1* Uz 1 e 
E | 

o (PR Pos pe, 
ES 
— dp a 
3 c(a + b) | ps B 21 * Uy 31 * U3 Ao 
(b — c)(e — a) A 


t 


” 
La 
AP 
atA 


£ MAG L >i 


Altfel. Se rezolvă sistemul format din primele două ecuaţii, considerindu-se Să 
de exemplu, pe z cunoscut; valorile obţinute pentru z si y se înlocuiesc în ecuaţia ~. To 
a treia, obtinindu-se pentru z trei valori, de unde trei soluții pentru sistemul dat. 


q 
irit 


Ni 


ae 

e] 
4 

st 


- 
e 


- 
CES 
e > 


¿in 
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198.242 as 
a b c 
a b Fe 
Ltd te 
& y 3 
xyz- = Öabt. 
; R: Punem Ë = u, 2 
- a b 


Su=s, 


Formăm ecuaţia în t: 


A 
f: 
E 
s, 
i 
EN 
i 
B 
4. 
ză, 
ki 
“A 


6 

11 

6 
2 . 

= v, == w şi avem 
Cc 


uw = 6, 


E 2 w=, 


B — 62 + 11t- 6=0, 


124. Pata =YVx + Y +z. 
a b c | 


au, eliminind numitorii în (2) si tinind seama de (3), obţinem 


urw = 6. 


ale cărei rădăcini sînt u, v, w. Rădăcinile ecuației (4) sînt: 4 = 1, ta = 
~ = 3, iar soluțiile sistemului sînt 


Y R: Primele trei rapoarte se pot scrie si astfel: 
ph EYZ LYZ YZ a 
NT > AS y SN , de unde rezultă 
i az by cz 

i 


M= 2 Din (1) rezultă 


ax = by = cz, 


(%) 


y t, = 


(1) 


(2) 


= 
U 
< 
(= 
© 
ou 
N 
zZ 
TT 
T X 
IF © 
les 
E 
' S 
- 3 
D 
< 
(= 
© 
19] 
A 
< 


1/2 


Din A = Vx + y + z, tinind seamă de (2), rezultă 


by? ab + be + ca 
< e | A 
ac ac d (3) 
sau rationalizind (3) şi simpliticind, rezultă 
= Dai 4 = ac Hab 
y>=vVşiy TEN (4) 


Ecuația (4) dă trei rădăcini pentru y de unde rezultă soluțiile corespunzătoare 
pentru v, 2. 


125. AEH +z =ab 
Epi td 


a 
29z = = os, 
R: eden analog ca la exerciţiul 123. Obtinem 
z= a; alo — 1 3+/5* — 2b — 3); 


Y, zZ altid din ecuația u? — a(b — 1)u + a? = 0. 
126. x + y +H z= yz = (at +y +) =3. 
R: Se ridicá la pátrat > z= 3, (1) 
si tinind seama cá y at = 3, rezultá 
“ Nay = 3. (2) 
Se ridicá la cub Ya = 3 şi avem 
270 + 32 + y) (y + 2) (+a) = (3) 


ra seama de (1) și (2), cit şi de ultima ecuaţie a ie dat, din (3) 
rezultă 


si = 2 (4) 
Se formează ecuația de gradul trei u* — 3u? + 3u — 2 = 0, care dă soluțiile 
sistemului concentrate în tabloul următor: 4 


“| aia | 1-iUV3 | iaa | 1-3 


£ 2 2 
2 2 2 2 
y 1+ Y 3] 1 -— 1/3 a 9 1-13 | 1+:3/3 
2 2 2 2 
- (1-13 | 14 0/3 | 1-2 | 14 4/3 2 2 
2 2 3 2 
4 — Culegere de probleme de matematică 49 . 
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1927. 2 +y +2 =2 
qe + y? + 2=0 
r 4 y 4 = —t, 
5%. - R: Procedeu analog ca la exerciţiul precedent. Se obţin soluţiile: 
fa: zx 4 1 107 Ds 01 Ma 
ry y 01 Ma 1 1 h A 
în z O2 O Oz O 1 4 
ES” - 
35 n . - - - 
„unde cope sînt rădăcinile cubice complexe ale lui (— 1). 
LPE 128. z + 2y — 3z =a 
E 7, a + 4y? + 92 = b? 
e TA 144 8y — 272% = a, 
mai 7 R: Punem x= u, 2y =v, —3z: =w şi avem: 
i u +y +w sa 
u? +- v? -+ w? = b? 
4 u? + u? p w? = g? 
2 apolse tine seama de indicațiile de la exercițiul 126. Soluțiile sînt: 
A + > , A 
cal | | bi— a? bi— a? b?— a? b2— a? 
ie PI 1% a a — a | A 
SĂ, i 2 2 2 a că 
o ză 1 1J00—a* f- 4 ia? 4 1 1]/b2—a2| 1]/0%*— a? 
MFE- Y] — > -— a —a e |—— a 
E > 2 2 2 2 2 2 | 2 2 2 2 


Il 
00 


z 
e 
ia 


ady data E 
i at z ; 
0 Y + Yy2 + 22 = i, > 
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R: Se multiplică, ultima ecuaţie cu 2 gi împreună cu a doua'se adună la 
prima; go ia ca necunoscută De şi se obține + y + 2=6, T + y+2== 2. 

Se combiná de — 6 succesiv cu ecuația a doua şi a treia și se obţine z = 3. 
za = — 2, de unde rezultă patru sisteme de soluţii. 
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Luind apoi Y x= — 7 şi combinind succesiv cu ecuaţia a doua şi a treia 
se obţin încă patru sisteme de soluţii. Jn 


IO ay? > E (1) 
a(y + 2)=5, rd) 
2(2y+2)=21, | Et Ra (3) 
R: Se multiplică ecuaţia (2) cu 2 si apoi se adună cu (1) şi (3); se obţine SN 
| c+ y+i=>36. | | (a) A 
d Combinind (4) succesiv cu (2), (1) si (3) rezultă soluţiile: : S 
zlaja 5 5 —A|-a —5 —5 E 
Dat E AS E ORI ja a Ñ 
lu lala 275 213 | aa 2113 — 2i V3 z 
213151 14-215 ag 2/8 lAa —1—2iV5 | —14+2V5 h Să 
AA 
131. Sá se rezolve sistemul sS 
x +y +z =13 $ „i Ex: 
ya | a+ y+ 22= 61 SRA 
7 N 
l xy + 12 = 242. ari 
y ra 
a ; 5] A 


sui ds 


R: Se ridicá prima ecuaţie la pătrat gi se tine seama de celelalte două. Rezulta 
soluţiile: 


cr  —————————— AA 


o PA A — —_—_—_— 


z 6 3 9 — i Via | 2 + ifik 


132. ayz + by + cz = bzx + cz + ax = cxy +axr+by=a+bwWe. 


R: Solutie evidentă z = y = z = 1, în plus 
_a+b+e pa pA pa Vio 


| a tb bo eee" e=a— b 
= 0 IB y+z—«e«=1 
e 2++rxr=y=1 EN 
2+y—z=1. 
R: Se scade ecuaţia a doua din prima si rezultă z = y şi z 


z + y+ 
Se scade apoi din ecuația a treia ecuația a doua şi rezultă y = z şiy Hz +: 
Soluțiile sînt: 


> a 


x £ 1 g —1 0 0 
1 FE 
y 1 Ta 0 —1 0 
EN O A 
3 1 = 0 0 —1 

) l 2 
pi 134. 2—g+2=6 
PA 2xy + 2yz2 — za = 13 
“A LI — y +z =2, 
i R: z = 3, La «sd. q l 
5 = y = 2, 2, —9, 8; 
| td ge zl EE, 
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R: Prima ecuafie se scrie (2 + y — 2) (z — y + z) = a? şi asemănător cele- 
lalte; se multiplică cele trei ecuații, se extrage rădăcina pătrată şi apoi se ține- 


seama de fiecare ecuaţie în parte, obtinindu-se sistemele — + y + z = + be i 
a 


b2 2 . 
+ a asemănător y, z. 
c 


pyrind raya E, de unde x = 
136. 22 + (y — 2)? = a? 
PER 
24 (1 —y*=.e. 
R: 2z = + Va? — b? + cê + Va? + 02 — e? şi asemănător y, z. 
137. x? — xy — t7 = 4 
y? — yz —yu=b 
z — Z% — ZJ =C. 
R: Notám 


u= —&+yt+tz v=z—y+z w=xz+y-z, (1) 


din (1) se deduce 


s=5 0 +w) y == (w + u), == (u + o). (2 
Tinínd seama de (1) si (2), sistemul dat devine 
ulv + w) = — 2a, v(w + u) = — 2b, w(u + v) = — 2c. (3) 


Sistemul (3) se rezolvă în raport cu w, vw, wu; rezultatele obținute se multi- 
plică, se extrage rădăcina pătrată şi rezultă ww gi apoi u, v; w. În final se obţin: 


7 si asemánátor y, z, unde 
k = — (~a + b+ oa — b + ella + b— e). 
138. D)/I— 2 +c/1— y? = a 
cVi=—a 40/12 =b 
aT =y +5/1—a?=c. | 
Interpretare trigonometrică. j 


soluţiile z = 
S 


R: Se iau necunoscute auxiliare V1 — ai = u, V= y = v, li=23=w. 


Rezultă x = = E, = 4 o » unde k? = Y az? — as, 


a c . 
Dacă a, b,c sînt laturile unui triunghi, atunci æ = sin A, y = sinB, z = sin C.. 


139. Sá se găsească pairu numere în progresie aritmetică stiind că 


suma lor este 20, iar suma inverselor aceloraşi numere este 25, 
| 24 


„A 
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O A 


Rs: iu marele sînt de forma v —'3r, æ — r, t+ ra + 3r; deunde rezultă 
~. æ= 5; se însumează apoi inversele si se ajunge la ecuaţia bipătrată 9rt— 154r? + 


A 


e $ + 145 =:0; în Care rio E 4 1, Pop = 4 


ist 140,84 se găsească ciñci numere în pad aritmetică ştiind că suma 


137: 
dor este 45, tar suma inverselor lor este — ani 
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R: Fie x — 2r, 2—r, æ, 2 +r, æ+ 2r cele cinci numere;: însumîndu-le 
1 1 ` ai 
+ MEI PE E EE 
-9 — 2r Ape E. _ "a 9 —'2r 180. 
Efectumd calculele-se:ajunge la ecuaţia Ei 5274 —3 46572 + 26973 =0, 
ar , din acestea luînd numai 


a „rezultă z = 9. Suma inverselor este 


naai. „Et 


biks 


fit. 


alo cărei rădăcini sînt r1, = + 3, Ta = aa A E 
„pe Tı. Numerele cerute sînt 3, 6, 9, 12, a 


141. Sá se determine trei numere in progresie “geometrică, ştiind că ” 
- suma lor este egală cu 217 si că aceste numere sînt respectiv al doilea, al 
E iia si al P ȘI patrulea- termen dintr-o: progresie ar itmetică. 


Bal: R: Fie z, xq şi a cele trei numere în progresie gompiricăi ecuaţiile proble. 
„anei sînt z + <q + aq id de ed , 
D Rezolvînd Sistemul găsim E 7 5, zg} = a Za e F 

E a a F 

142. Se dă sima de numere * = n, ci pa jara Și se cere să. i 
sa n n n f 
4 Se găsească expresia termenalai general (de rangul AN sisä. se calculeze suma 
E ranilor n termeni. 


` 


| R: Se observă că termenii sirului s se pot scrie şi astfel: Ji ES „n, n + E , 

p z E, Ua n 

pe nyt — ,... Şi, În general, termenul de sangui n va. fi n d n-2 Suma primilor 
n 


A n termeni este deci: 


San = ne n+( 141 q 45 +. Ss a. 


_ 28 n—3 ul — “ten + aj AN 
Pt e A 


143, AA -0 progresie n geomistrind de șase termeni, suma extremtlor este 


egali cu a, iar suma celor doi termeni de mij loc este egală cu b. Să se deter- 
„mine progresia. i 


Aplicație: ao, b = 1f, 


La. R: Fier, „205.209. 20%, 091, rg? termenii progresiei. Avem ecuafiile:x(1 + g°) = 
ae a, (q + q) = b. 


e 


E 
Notind A — k (pentru uşurinţa calculului) rezuită. ecuația: reciprocă q5 — 
— kg — kg? + 1 = 0, ale cărei rădăcini sînt qq = —.1, 
y +Vyi4 dak Vu = 
| d2,3 a INCA, dao = FT ARI te 
a IEEE Pent = 33 si b = 12, avem = 9 sil 
unde e fire aa i entru a = si b = 12, avem q; şi = 


144. Știind că media aritmetică între m gi n și media geometrică între 

. ma nb v Y i y T F - 

a și b sînt fiecare egale cu ea , se cere să se găsească m și n în funcţie 

ý . mM n i ; i } E ` 

de a şi b. 

R: Ecuațiile problemei' sint:] A 

min. ma+ nb — ma + nb 

E E y A, 


A : ? 
2 m+n mrn 


Rezolvarea sistemului se face cu usurintá, observindu- -se că putem scrie 


m+n Vad, ce unde m = 2Vab — n; înlocuind pe m în prima ecuaţie, rezultă 


_ 2aYb Ya 
Va+ Vb’ Va+ Vo: 
145. Într-o progresie aritmetică suma primilor trei termeni este 24, 


de unde apoi se obţine m = 


iar suma pătratelor acestor trei termeni este 210. Se cere: E 


49, Sá se calculeze acești termeni al progresiel. 


2°. Sá se calculeze câți termeni trovita adunați din progresie peniru ca 


suma lor să fie 185. : 


3. Să se arate dacă există un număr de termeni al ; Progresiet care adu- To 


nati să dea suma a = 200. 


4. Ce relaţie trebuie să satisfacă numărul a peniru ca problema de 


la punctul 3° să fie posibilă, 
R: 1°: $, 8 11; 29, n = 10; 32, ‘Nu agii, un n pentru care S = 200; 


qm 4 pa, REN — {1}. 


146, Patru numere pozitive formează o progresie aritmetică. Proddk iei, 

„ primului termen cu al patrulea este egal cu rădăcina ecuaţiei: Dl D024 
¿432 = 2, iar suma pătratelor termenilor al doilea si al treilea este de: 
“cinci ori mai mare decit numărul care reprezintă rangul termenul o 
independent de x al dezvoltării binomalui: An tai 


[a $ + aay 


Bia e ag RA EAT 
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Să se rezolve ecuaţiile cu logaritmi: 
147. lg(3x — 4)? + lg(2x — 4)? = 2, 
R: Se observá cá putem scrie 


IgL(3s — 4) (22 — 4) = 10°. De unde rezultă rădăcinile: 3; , 
3 


e 148. 7 1 + Ige + 1) + lg 0,25] = 1820 — igya F1. 


R: Se ad cá putem sorie 


> 7 [5 10? + lg(x + 1) + gi = le al =, Sau 
2 pad E ES 
102 (x 1 2 
lg pues <= le sl ; rezultă z = 3. 
4 Vara mc 


149. log,(x — 1)? — log, ¿(x — 1) =9. 


R: Se trece de la logaritmi în baza — la logaritmi în baza 2, losa for- 


2 


Meal logac = loga b log, c. Rezultă z = 9. 


4 150. log, ¿2 T logaz + logar = 7. 
R: 16. 


t 


| 3 
151. loguiz — log, 2 + loga £ = Fa 
+ 


R: a. 
152. log,{2 log,[1 + log,(1 + 3log.x)])) =>: 
R: 2. 
153. log,(1 + log,[1 + log.(1 + loga 2) = 0. 
Ri. 
154. loga(22 — 2ab) + log,(2* ae = 3, undez = | az + Ù. 
R: + (a + b). 
155. Să se rezolve inecuatia: logs > logia (8x — 2). 

R: Tinind seama că log; s= logas slog; 125 = 3 logis v = logras a*, 
inecuatia dată se transformă în æ? — 3x + 2 > 0, sau (xz — 1)? fa + 2) > 0, de 
“unde rezultă > — 2. Dar în același timp trebuie să avem æ > 0 si z > 2/3 

si în consecință z € la f o). 


156. Sá se rezolve sistemele 4 


xy = er, lg? + Igty = lg “Y. 


36 
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se fine seama de ecua 
pentru uşurinţă, se lau ca neg ici 
luţiile z = ala, Va; y = Va, ala. 


R: Se aplică logaritmii in prima ecuaţie, în care apoi se ridică la pătrat şi 
tia a doua; se obţine un sistem de gradul al doilea, în care, 
ecunoscute u = lg z,v = lg y. Se obţin în urmă so- 


ny “Y 
157.22 -2*=2 158. log, (1 — y) = 1. 
3log(2y=x) = 1, loga + y) =0. 
VE -—41-3= 15 
kuan e A E A 
159. log, ay = p 160. :2* = y” 
- 08 E a log, x 
log, bx = q. Lc j leag 
. p2 
- R: Da 7/49, DIV abr. Re cb), cd-a, 
3 
161. log,x — logey = 1. 162. log, + logey = A 
| 3 
logs — log,y = 1. loge + logy = Pi 
aya Ya ni A 
R: > pa b’ a 
163. log,x + log,y + log¿4 = 2 + 10ga9 
a+ y = 5a. 
9 ; 9 
R: q =: pi rio 
164. log, [1 + al = 2 — logay 
y |: 
logg + log,y = 4- 
p: a? t Vai 40. Vaii | 
rl 2 ZE, 
165. log,x + logy + logaz = 2. 
logy + logyz + logat = 2 
logaz + log1gz + 10816Y = 2. 
R: E 3 2: 42, 
- 3 8 3 he 
Să se rezolye ecuațiile: 
166. Set — 5 
Abs 16 


A 57 K 4 
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Rs Se observă că trebuie să avem" în acelaşi timp z + 2>8 şi z— 2 > 


de unde rezultă a > 6. Folosim apoi formula cunoscutá Că = n(n —1)..(n — p+1) 


! 
avem: j 
(z +2) (z + 1) z (x — 1) (22) (z — 3) (z — 4) (25) _ 57, 
a 81 (2 — 2) (a —3) (4. — 4) (x — 5) 16 (1) 
=- Ampliticînd în (1) şi eliminînd numitorii, rezultă ecuația 
a Y i ai + 22? — a? — 2x — 57- 2520 = 0. (2) 


EE Divizorii lui 57 - 2520 egali şi mai mari decît 6 sînt + 7, + 9, + 49 din care nu 
2a i problemei decît 9 și 19. Prin încercări se găseşte că x= 19 verifică ecuația 
g a a. . K À ' 


x 


R: z = 6; æ = 10. 
168. 11C% =225C3*, 120351 = 5542 


xpi 
d 


169. Sá se rezolve sistemul 


TE 5 
C3 = pa T. 


a. | i | 
167. <= Ey TA— 6A = 1104 


E CI _1=10. 
ay Riz=6;y=3 
170. Să se calculeze expresia: 
O? (E zac 
A aer E siega ee y E 
A (AT 
i R: So transformă combinările în factoriale folosind formula 
pt Cm — n! t=. i _m—p++i 
pi CĂ n asa EM m1 (cu n>m); se obține E = —_%==, 


np +1 

171. Sá»: =(00) + (E E) | 

a j se calculeze suma S=(C1) + (C1) + (Cn) H.. + (CRY, 

i Pi m!(n — m)! Ea | | 

A R: Membrul al doilea al sumei respective este coefiçientul lui z” din produ- 

o ul Pla) = (Chan + Olana p, p CREP nn E 4. + Ch) X 

VA y 

de x (09 + ct Cho... CP z? +... + COP GEO Feet Ca Dar Pax) = 

a A (x + 1)? (1 + z” = (x + 4)?” şi coeficientul lui z în dezvoltarea lui P(z) 

„este Ca, de unde rezultă că S = (a = pi zur 

EN 2 (nl)? 


p ; 


ga Te Ig A e lu fa lu d po e E Să m E pie a y e e E 
E E a Mea e “miau Piz? 5 E Hi ES Pe ES a Eo E qa ee 
AA A A A IS 
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172. Se dă polinomul Da = £? + ax-4 ba —6.si se cere: . 

Să se determine a şi b astfel îincit-P (x) = Pla + 1) + P'(2) să se 
dividă cu d — 1, tar polinomul P,„(2) = P(z — ls — P'(2) să se dividá - 
~ uzti. (P (2) este derivata lui P(x)). | 


178. Dacă f(x) este un polinom cu proprietățile: (4) f(0) = —4 


2) lim fa = 2, (3) lim Fi aee = b ezistă şi este diferită de O sí oo 
(2) 
xow + x2 +4 l | 


(a este 0 onsi), atunci gradul lui f(x) este (14), coeficientul lui x 
în f(x) este |(15)| (15)/, a = (1 1(L6)1, b =,(17)|. 


R: Deoarece lim f(z) = 2 rezultă că 1(14)| = 4 si că |(15) = 2, lar din 
x+ gx T a a Taga 


f(0) = — 4 rezultă f(z) = 2z — 4. Apoi, avind A > = d = finit + 0... 
| x za + a 
rezultă imediat că a = — 2 și b = 2. 


174. Să se determine două polinoame de gradul intiz P(x) şi Qla), 
“astfel încât să avem identitatea: 
(x? + 2x + 2) P(x) + (22 + 3x + 3) Q(x)=1. 
R: Fie P(x) = ax + b, $1 Q(z) = az + ba; trebuie sá avem: 
(az + bı) (z? + 22 + 2) + (az + ba) (z? + 3z +- 3)=1 
Dezvoltînd si identificînd, obținem: a, = 1, a, = — 1; b = 2, b = — 1. 


175. Se dá P(x ) = 0 +r? + ar b. 
Să se determine a şi b astfel incit P(x) să se dividă cu x + 3 si suma 


pătratelor rădăcinilor ecuaţiei P(x) = 0 să fie egală: cu 5. În acest 


3 3 
caz să se calculeze expresia: E-= p EET B) A 


e, 


rădăcinile complexe ale ecuației P(x) = 0 si i = pto 


R:a==2,0=12,E=405. | 
176. Se dá polinomul. P(x) = 23 — 822 + az ul. b şi se cere: 
49. Să se determine a şi b astfel ca P(x) să se dividă cu (x — 4) SON 
suma pătratelor rădăcinilor sale să fie 22. 
E sithi TA a dop e: 
2. Să se calculeze expresia E LATE unde xı și zo sînt rádd: K 
cinile compleze ale ecuației Pa) =0,a şi b fiind înlocuite cu valo- 
| rule aflate. y 
- Rs 1. a => 21, b= = — 20; v T Ek Ta A hi: 
Asa sa A ai 
10. 


i, EE O A le 


unde u sivsint -~ 


TES | 
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Sa 114 1405, 


177. Fie P(x) = 2 — 32 4 2. 
1°, Sá se arate că avem o identitate de forma . 


P(x) =ax(x — b)? + c(l —2) (x — by (1) 


unde a, b, c sîni numere care se vor determina. 

2. Din forma polinomului din dreapta al identităţii (1) să se deducă 
fără calcul că ecuaţia P(x) = 0 are o rădăcină dublă care se va determina 
Și apoi să se deducă valorile lui a, b, c şi pe această cale. 

3". Săse găsească intervalele de monotonie ale funcţiei P(x) side aseme- 


„nea să se determine sensul concavilăţii curbei y = P(x), fără a construi 


curba. 
4. Să se arate prin calcul că dacă x, > 0, z, >0, atunci P | A i E 
2 


Pla d+ P . . e | 
< Aate (22), (2), inegalitatea (2) fiind strictă cu excepția cazului 


cînd Ty = La. 
R: 1°. a= 3, b=1, c= 2; 2°, Avem æ — 3e +2 = (z — b)? [(a — 


— c)z + c] unde dezvoltînd şi identificind se obțin aceleaşi valori pentru a, b, c; 
„3*. Intervalele de monotonie sînt date de derivata intiia a lui P(x). Avem P'(z) = 


= 3z? — 3 = 0, 2,2 = + 1 si deci intervalele: (— 00, — 1], [—1, 1], [1, 00). 


Derivata a doua este P"(z) = 6aşi pentru z E(—00, 0] concavitatea este spre y — ii 
negativi, iar pentru xE [0, 00) concavitatea este spre y — ii pozitivi (x = 0 este 
punct de inflexiune). 


3 
4”. Inegalitatea se reduce la er — 3 + 2 < 


mn a? $3 2 4 3 3 3 catea îi 
Tg E, sau Ea <a ria saii 
uşor. pci k | 


178. Să se determine valorile parametrului a, pentru ca polinomul 


P(x) = 21 + xsin 3a + sin 2a + asin a — 1 să fie divizibil cu s—1, 


T 


R: a = T= Bk + 1 tE. 


179. Se dă polinomul P(x) = zt + az? + ba? +3r +4 si ida 
1°. Să se determine a si b astfel ca polinomul să fie divizibil cu 


| (x — 1)2. | 


2°. Să se rezolve ecuaţia P(x) = 0, unde P(x) este polinomul deter- 


minat la 1°. 


R: 1”. Folosind metoda identificării avem: 

(2 — 1i(22+ ax + 4) = zt + ax + bz? + 3s +4. 
Dezvoltind membrul întîi si identificind obținem « = 11, a = 9, b = — 17. 
2°. Rădăcinile ecuației P(x) = 0, rezultă imediat: t = t= 1, Lis = 


2 
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Altfel. Se scrie că P(1) = 0 şi P'(1) = 0 si rezultă sistemul a + b + 8 = 0 
24 + 2b + 7 = 0, de unde a = 9, b = — 17. Se scrie apoi că 1 + m, = — 9 — 
era f 22) A Zaza — &l(zaza), unde zı = za = 1. Se obţin pentru za, aceleași 
valori ca la 2”. ; , 

Altfel. Se împarte P(x) la (z — 1)? şi se obține cîtul Q(z) = z? + (a + 2)x + 
+ (2a + b+ 3) şi restul R(x) = (3a + 2b + 7)x— 2a— b +1. 

Punind condiţia ca R(x) sá fie identic nul, rezultă sistemul 3a + 2b + 7 = 0, 
2 + d5—1= 0, de unde a = 9,b = — 17. Inlocuind in Q(z) pea şi b cu valorile 
găsite şi rezolvînd ecuaţia Q(z) pe a si b cu valorile găsite şi rezolvînd ecuaţia 
Q(z) = 0, se obţin rădăcinile 23,4. 

180. Să se determine parametrii m, n, p asifel ca polinomul 

Pix) = zt 432 + ma? + nx +p 

să fie divizibil cu produsul (z? + 1) (x +2). Apoi, să se rezolve ecua- 


jia P(x) =0. 

Rim=n=3,p=2;%= = y= [i Dati 7. 

181. Să se determine polinomul P(x) = ax? + bx +c, astfel ca 
P(x?) să se dividă prin Plz). 

R: Trebuie să avem: 

azi + bz? 4- c = (az? + bz + c) (z? + ax + 1); 

dezvoltînd şi identificind, rezultă un sistem in care presupunînd pe a cunoscut, 
obținem soluțiile: 


Avem deci două polinoame care îndeplinesc condiția din enunţ şi anume . 


Pa) = ala? + x + 1) si Pax) = a(z — 1. 
182. Să se determine p si q din polinomul P(x) = a? + px +4 
astfel încît P(x? + 1) sá se divida prin P(2). 
R: Trebuie sá avem: 
(22 + 1)? + pla + 1) + g = (2 + pz + q) (z? + az + B); 


dezvoltînd si identificînd obținem sistemul p + « = 0, . 
B + pa +q = 2 + p, pp + 42 = 0, Pg = p Hg+ 1, care rezolvat conduce la 


soluțiile reale 


A AAA IAEA 

1 | 2 | —1 | 2 ~ 
În 

ad | 1 | 1 | 1 
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„183. Se dă polinomul P(x) = ayu? + a + aya + aa: 
Sk Să se determine re doo OSifel ca să avem 
PU) + PO) + P3) +... + Pn) =E n 
ye După determinarea cuefictónfilos, să se verifice relația găsită 
- prin metoda inducției matematice. | 


R: 1%. Avem: P(1) = ap: RH+ a: 12 + as: 1+ ag 
P|?) = a Ata liada 
= ao’ 3? + a: 324 a: 34 aş (1) 


Pin) = ay "n? ied ain? + azon + a 
si insumind relaţiile (1) obţinem 


P(1) + P(2) + tame Pa) = E a PE 
SE a REN e nas i | z (2) 


Efectuind calculele în membrul al doilea din (2) si identificind rezultatul 


222 obținut cu ni, rezullá ay = 4, a, = — 6, as = 4, ay = — 1 gi deci 


P(x) = 4r? — 6a? + 4z. 


„= 2, Pentru n= t, avem. PS — a 1=1= 1%; pentru a = 2; 


“avem P(1) + P(2) =1 + (32 — 24 + 8 — 4) = 16 = 24. Trebuie să arătăm că 
„avem şi pi 


P(1) + P(2) + P(3) + ... + P(n) + Pln + 1) = (n + 1). (3) 
Dar membrul I din (3) se mai scrie astfel: 
ni + 4(n + 1)? — 6(n + 1)? E -1 = 
J RE E: > 4 dit (a + 4, 
ceea ce maiia de arătat. E 
A 184. Fiind dat polinomul P(a) = 2a5 — mat + (1 - — 2m)a + 
+ LA + mè)? — 3ma + 2m — 10 se cere: 
„ Săse determine m astfel ca acest polinom să se divida cuai—mxr+2; 
E = Pentru ce valori ale lui z, citul șI impărțitorul astfel determinaţi 
vor fi egali? | | 
Si 1+ E 
iei 


„185. Fiind dat polinomul P(x) = a5 — Dat — 62? +ma? + ne + 
$ +P, se cere să se determine parametrii m, n, p astfel ca polinomul P(x) 
> fie E ep cu (x — 3): (2 + 1): (1.— 1); apoi s să se rezolve ecuația 
P(x) = 

BR: a al să avem P(—1) = 0, P(1) = 0, P(3)=0, de uña rezultă m = 8, 
= 5; p = = —6 şi rădăcinile, a =x = 1, Za ASE, HA n ty = —2 4 = 3. 


O R:4°. m=6. 2. Zi = T n a EA 


e. 


AE l; Ei E A + . ¿HE As ps le i e £ 
RES A e a a i O A ni ua Y Set AE 


€ 23 ne e a Tee b o E, pe Sa i rca PRE 13 re FA, E îi A E 
i pa DI? Php i RP E A Sp a 
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186. Se dá polinomul P(x) = 123 —Tat + 15r + axr? + be c 
şi se cere: 

4°, Săse determine a, b, c astfel ca polinomul să se dividă cu (x? — 4) x 
x (z— 1). 

20, Să se rezolve ecuaţia P(x) = 0, a, b, c fiind înlocuite cu vălorile 
aflate. i E 

3°, Să se rationalizeze expresia E = Tr uşiv 


fiind rădăcinile compleze ale ecuaţiei P(z) = 
R: 1% a = 15, b = —76, e = 52. 2. Tia = += 
3. u v=3 £2 


187, Se dă fractia: F(z) = 


y, t= 1, aa 3 oii 


Irt — 4r — 4r? + asp b 
+ 3 — a+cr+rd 


4°. Sá se determine a, b, c, d 2. ca fractia sá se simplifice cu | 


x? — x — 2 și să se efectueze simplificarea. 


"90. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei f(x) = m, după valorile 


parametrului real m; f(x) fiind fractia obținută prin simplificarea frac-. 


ție F(x). 
oa - — x — 1) 


o = 4, o = —13, d = 40; Y. fa) = LL m; 
R: 1°. a=6, b=4,c¢ f(x) EPIA 5 
pentru m E [6 — V41, 6 + V21] avem două rădăcini reale ate, 


188. Se dau polinoamele: 


P(x) = 5 — Trt + 192 + mz? 4 ne+p şi 
Q(x) = 1? — 3r? — ôr + a. 


1 


19, Sá se determine a st să se rezolve ecuația Q(z) = 0 astfel ca ea să ber 


aibă rădăcinile în progresie aritmetică. 
2. a fiind înlocuit cu valoarea aflată, să se determine m, n, p astfel 


-~ ca P(x) să se dividă cu Q(x) si să se afle cîtul C(x). 


3°. Să se arate că avam a — a? +a + 3a = 0, unde a şi B sint 


rădăcinile ecuației C(x) = 


R: 1% a= 8, e ri o t = 4; =-—2, n= — i10, p 106% 


Cla) = a? — az + 1 


A 


E v w 4 
189. Se consideră numărul complex z = Ae 
metru real. 


4°, Să se determine modulul numărului. complex z şi să se arate că 


imaginea „geometrică M a lui z descrie un eere a cărui Poziţie: se cere. 
a se preciza. 
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22. Dacă 2 este conjugatul lui z, să se demonstreze că 
z” -+ zh = 2 cos (2 n arctg à). 


3%. Sá se arate că pentru două valori M, da ale parametrului > legate 
prin relația | 
x À > lo 
——= =k 
:4 -+ AA 
distanţa dintre imaginile geometrice corespunzátoare este constantă. 


R: 1%. Se ştie că modulul cîtului a două numere complexe este egal 
cîlul modulelor. Avem deci: F gal cu 


? 


V1 + x 
lz | = —— = = 
(EZI 
90 3 A+ zho i că 22 
2%, Se tine seama că: z” + 2" = 2 Cos nọ si că tg ọ = il de unde 
z pis 
T S a t A. 
> rctg 
1 Ai 1 dai 2 — 2o)i re. T 
3°. Avem 2, — 22 EA — a ad A LAN u e De aiei re 
1 crai Pal 1 Ti hal (1 — 211) (1 ESEN Aat) 
zultá: 
2 |à — 2l 212% — 2] 
Vi da VIa Va — da) E (14 A)? 
9 a E = 
1 + Ai l 


190. Să se rezolve ecuația 
(z — 0925 — c6) + (z — bc — a)? + (a — ca — b)? =0, 
unde a+ b Æc. | | 


R: Se notează eu Pla, b, c, x) primul membru al ecuaţiei şi se arată că 


P(a, b, c, z) se anulează pentru z=a, x = b, z = c, a = b, b= c, c= a gi 


prin urmare avem 

Pla, b, c, a) =kle— a) (x — b) (x — c) (a — b) (b — c) (c — a), unde k este 
o constantă, care, în cazul de faţă, nu mai este necesar a se determina, rădă- 
cinile ecuației fiind evidente, 


191. Să se rezolve ecuaţia / N N EI E IE E 
(a — 2) (a — 3) (1— 4) (x — 5) = 360. 
Să se generalizeze rezolvarea unor astfel de ecuații. 
R: Avem 360 = 3:4:5:6=(—3)(—4)(—5)(—6) „de unde rezultă ime- 
diat că x= 8 sau a = —1 sint două din rădăcinile ecuaţiei. 
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Din suma şi produsul rădăcinilor rezultă za, = „ Pentru genera- 


lizare se consideră ecuaţia 
(a + 1)] [z — (a + 2)] [z — (a + 3)] = b(b + 1) (b + 2) (b + 3) 


(z — a) [z — 
de unde rezultă zı = a + b 3 gi =m b, apoi 
Vi — 4b(b +3) | 


de. = (2a + 3) + > 


192. Să se arate că x =]/2 + Y Z verifică ecuaţia z?” — 6x —6 = 0. 
Să se determine şi celelalte rădăcini ale ecuației 
R: Celelalte două rădăcini verifică relaţiile 
(BIZ 8/7 VA - 
ara (YI +12), mm = 3 2 +22 2), 
Pentru generalizare se poate considera ecuaţia 


aa — 3az—a(a+ 1) =0 


ai alle a A Pa 
care admite rădăcina x = 7 a + Y az. 

193. Să se rezolve ecuaţia 92% — 27x2 + ax — 5 =0 şi să se deter- 
mine a ştiind că între rădăcinile ei avem relaţia 2%, = Ta + Ty. 

R: Rădăcinile sînt în progresie aritmetică, adică de forma 2, — T, Ti 

194. Să se rezolve ecuația 

B + ax + 72 +42 =0, ştiind că între rădăcinile sale 

existá relația £? = Zt + 1. 


R: Se folosesc relaţiile între coeficienți si rădăcini; obţinem x, = 2, 22,3 = 


= 142 şi a = —4. 

195. Se consideră ecuaţia: £? + 24? — (m + 8)x + 2m = 0. 

Se cere să determine parametrul m astfel încît între rădăcini să avem 
relația Lala + 6x, = 0 și apoi să se rezolve ecuația. 


R: m = 12, £, = 2, T = 2; 13 = —6. 
¡ 196. Să dă ecuația a3 + Bas? + (3a? — Ba + a? — ab? = 0 si 
! şe cere: 


10. Să se arate că oricare ar fi parametrii a şi b rădăcinile ecuației 


date sînt în progresie aritmetică. 


29, Sá se determine aceste rădăcini. 
R: 1°. Fie în general, ecuaţia l 
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ale cărei rădăcini sînt în progresie aritmetică, adică de forma a — 2, zu, 2, + a. 
Folosind relaţiile între coeficienţi și rădăcini — în ecuația (1) — obținem condiţia: 
— 2p? + 9pq — 27r = 0. (2) 


Cooficientii corespunzători ai ecuaţiei dată prin enunţ verifică relaţia (2), 
ceea ce demonstrează primul punct al problemei. 
92. Rădăcinile sînt a = —a — b, t = —4, ty = >a + b. 


197. Să se rezolve ecuația: 
20 — 2ax* — (3a? = 3 5 a + 3) x — 2a? + a? + 6a = 0, ştiind că 


admite o rădăcină de forma ka, unde k € N. Sá se găsească apoi valorile 
lui a peniru care toate rădăcinile ecuaţiei. date sînt reale. 
R: Punînd condiția ca ecuația să admită ca rădăcină pe ka, se găseşte k = 2; 
avem deci zı = 2a, celelalte două rădăcini rezultînd cu ușurință din > >x, = a 
; aa i: S a 3 +a) (4 a 
că S1 XT]¡ToTg = a? = 2 > 3a, de unde Ioa = alto = 
avem a E [—3, 4] pentru ca toate rădăcinile să fie reale. 
198. Să se rezolve ecuaţia x? + az — 2 = 0 ştiind că între rădăcinile 
sale avem relaţia x? + x? + ză = 6. | i 
R: Din Du xı = 0, scoatem Îi a — 2 a 2, Ta, Sau 6 = —2a, a = —3. 
Rădăcinile sînt x, = —1, ta = —1, x A iN 


. Trebuie să 


Altfel. Se poate forma ecuația de gradul al treilea ale cărei rădăcini sînt” 


` egale cu pătratele rădăcinilor ecuaţiei date, adică se va elimina æ între a* = y 
si ecuaţia z? + az — 2 = 0, folosind pentru aceasta metoda de la problema 


196. În ecuaţia astfel formată vom scrie că). y, =6, de unde va rezulta 
a= —3. 64 | l 
199. Să se rezolve ecuația 23 + 2x? — 23x + a = Q, știind că între 
rădăcinile sale există relația xi — 13 = 1}. 
4 R: Se folosesc relațiile între coeficienți şi rădăcini punind relația din enunț 
“sub forma z? = z} + z}. Rădăcinile sînt x, = 5, 22 = —3, t3 = — 4 şi a = 
0. 


200. Sá se rezolve ecuația 
8 — R + kr + kI O, 
ştiind că între rădăcini avem relaţia 4(x, + £2) = has unde k este un 
parametru real ce trebuie determinal. . | | 
R: k= —2, xn = 1, 22 = —2, t, = 2. 
„201. Se dă ecuația 15 + ax? + bx + c = 0 și se cere: 
„49 Relaţia dintre coeficienții ecuației ştiind că suma a două rădăcini 
este nulă. A nx 
2. Să se rezolve ecuaţia în condiția de la 1”. 


R: 1°. c— ab = 0; 2: 2 = — a, tay = + Vb. 
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202. Știind că rădăcinile ecuaţiei a? —2pa? + qx — r = O sint 
laturile unui triunghi, se cere sá se calculeze aria acestui triunghi. 
7 R: Fie a, b, c rădăcinile ecuaţiei (şi deci laturile unui triunghi oarecare); 
avem: 1652 = (a + b + c) (a +b — c) (a.— b + c) (~a + b + e) = 2 Y ab? —. 
— Da. Dar ( $5 a): = (2p) = Na! + 4 2a ab + 6 Y ab + 5abe Soa; 
46(pt — p°) = ja — 2 Xab? — Babe Ya = — 1652 - 16pr. Deci $? = 
¿=p pq — pi — pr 
203. Se dă ecuația 25 + pr + q = 0 și se cere să se găsească relația 
dintre p si q astfel ca două rădăcini să fie cos œ şi sin æ. 
R: 4? + (p + 1)? (2p + 1) = 0. | 
204. Se dă ecuaţia 22 + par + q = Q si se cere să se găsească relația 
dintre p si q astfel ca ecuaţia să aibă două rădăcini inverse. 
„Să se rezolve apoi, în funcție de p şi q. | 
R: 1 + pg = %3; t + ta = —p + 9, ut = 1. $ 
205. Să se rezolve ecuația x3 + pa? + qu +r = O, ştiind că pătratul 
unei rădăcini este egal cu suma pătratelor celorlalte douá rădăcini. 
Să se găsească relaţia dintre p, q si r în acest caz. 
R: Se formează ecuaţia de gradul al treilea ale cărei rădăcini sînt egale cu 
pătratele rădăcinilor ecuaţiei date, adică se eliminá z între z? = y ŞI ecuaţia 
dată; se obţine ecuația: 
y + (29 — php + (° —2pry—=0. (*) 
Conform relației de condiție avem: Y, = Y2 + Ys, de unde rezultă imediat 
finind seama de relațiile dintre coeficienții si rădăcinile ecuației (*) yı = 


— 


A 


p* — 24, 


“) 
ds 


= 5 (p?— 2q) . Ținînd seama acum de substitutia făcută obținem zı = y 


Se formează apoi ecuatia.de gradul al doilea avind ca rădăcini pe ya ȘI Y3 


| | E 
şi rezultă că z, sînt rădăcinile uneia din ecuaţiile z? — (- pF Ë s) rF 
se F pe 4 = 0. 
p* — 24 


2 
Pentru partea a doua a problemei se observă că y (Ya + ya) + yaya = P— 2pr, 


A i z YA 

de unde ysy = q? — 2pr — E (p? — 2q)?; apoi se scrie că y Ya Ya ="* $1 o: 

i 13 l ; t idas 
„rezultă relaţia | iai 
| 892 + (p?— 29) = hp? — 2) (9? — 2pr), AA 
care este echivalentă cu nE Vară 
„8r2 + 8pr(p? — 29) + pp? — 29) (p° — 44) = 0. abea 

| A] 

A 
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206. Se consideră ecuaţia z? + 3px? + 3qx +r = Q0. 
4°, Se cere să se găsească relația dintre p, q şir astfel ca între rădăcini 
Y , La 2 1 1 r = j . y 
să existe relaţia £ = — + —(progreste armonică). 


A i pi ; P 
22. Sá se determine apoi o condiție suplimentară peniru ca rădăcinile 


ecuaţiei date să fie reale, coeficienții p, q, r fiind presupuşi reali şi q > 0. 

3°. Se presupune r = 16, p = 2; se cere să se calculeze rădăcinile 
ecuatici date, ştiind că relaţia dintre p, q, r se reduce la o ecuaţie in q, 
care are o rădăcină dublă. i 


R: 1°. Se formează ecuaţia în y ale cărei rădăcini sînt de forma y = sA , 
T 
de unde k = +. 
y 
Înlocuind în ecuație pe z cu A , obținem 
y 
ry? + 3gy? + 3py + 1=0. (1) 
Punem condiția în (1) ca 
A 241 = Ya + Vai | (2) 
folosind şi celelalte relaţii între coeficienţi și rădăcini, se ajunge la 
299 — 3pgr + 1? = 0. (3)..- 
: 9 
2”. Tinínd seama de (2), din(1) se deduce imediat ya = ya = — 2 Yaya = 
r 
Ste. si formînd ecuaţia în y ale cărei rădăcini sînt yz, ys obținem 
g 
2 1 
pr y+ -=o (4) 
r q 


Discriminantul ecuației (4) este A = gt — qr?; deci condiția ca rădăcinile să 


fie reale este qì — ?? 2 0. , . 
3°. Cînd r = 16, p = 2, relația (3) devine 
q3— 48q + 128=0. (5) 


__ Punînd condiția ca ecuația (5) să aibă o rădăcină dublă, rezultă q = + 4; 
din aceste valori nu convine decît q = 4. În acest caz ecuaţia dată devine 


z + 6x? + 122 + 16 = 0, sau (z + 2)? + 8=0. | 
207. Sedă ecuaţia 23 + 3pa2 + 3qu +r = Oşisecererelația ce trebuie să 
existe între coeficienții săi pentru ca inversele rădăcinilor să formeze 0 
progresie aritmetică. Să se rezolve apoi ecuația. | 


R; Trebuie sá avem 2=2 F = ; asociind la această relaţie Y > 21 =—3p» 
Ta Da T3 
Tita = 3q Şİ 2,210 = —r, obținem relația 24? = r(3pg — r). 
(A se vedea exercițiul precedent). 
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208. Se consideră ecuaţia | | 
93 — 3x? + (3 — 02)x — 1 + æ = 0, (1) 


si se cere: l l | l , 
4°, Săse arate că, oricare ar fi a, ecuația (1) si ecuaţia x? — 3x + 2 = 0 
au o rădăcină comună. Pentru ce valori ale lui « cele două ecuaţii au două 


rădăcini comune? 

9. Să se rezolve ecuaţia (1) știind că are rădăcinile în progresie arit- 
meticd. l 

3°. Să se formeze ecuaţia de gradul al II-lea care are suma rădăcinilor 
ecuaţiei (1), var produsul egal cu de 3 ort produsul rădăcinilor ecuaţiei 
(1). Să se discute natura şi semnul rădăcinilor ecuaţiei obținute. 

R: 1°. Rădăcina comună este x= 1. Pentru « = + 1 cele două ecuaţii 
au rădăcini comune. 2°. a = Ł 1, 11, = 0, t = 1, t= 2. 3°. z? — 3x + 
+ 3(a2 — 1) = 0. | 

209. Se dă ecuația x? + ax? + bx + ab = 0, ale cărei rădăcini 
sînt a, B, y. Se cere să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sint a, 83, Y 
© Rs Se elimină z între y = aşi æ? + ar? + bgs -t ab = 0 si se obține ecua- 
tia y? + Ay? + by + ab = 0, ale cărei rădăcini sînt egale cu cuburile rădă- 
cinilor ecuației date. 


910. Se dă ecuaţia 22? — 24? + 3z — 1 = 0 ale cărei rădăcini sînt 


Li, Ta, Tg» 


4°. Să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sînt 
a+ % -— ta t 1 at te 
Yi = r Ya F > Y3 F Pf 
Li Ty T3 


20. Să se calculeze cu două zecimale, rădăcina ecuației obținută la 1°.. 


y 1 4 1 4 
3°. Să se calculeze — +=+=—+ 
1 Ya Y3 


yY > 
R: 19. Din zı + ze + zs = 1 scoatem Za + z = 1 — z, şi deci yı, = 


41 — 
A St 1, de unde rezultă 
Tı Tı 
4 i 
ly = ——* (1) 
yı t1 
Formăm ecuația ale cărei rădăcini sînt de forma (1), înlocuind pe z cu în 
ecuația dată. | y | ” 
ER a A 
i zada 2 —1=0 gi efectuind calculele ob- 


POE A + 
(y + 1) pri yti 


ținem y? — y — 2 = 0, sau revenind la zx, 
a —ue—2=- 0. (2) 


CE Scanned with OKEN Scanner 


2°, Sirul lui Rolle privind ecuația (2) este 


PATO ón 1 1 
EN io) A) (+ o 
dă V3 V3 
bo = | — =s $ 
Rezultă că această ecuație are o rădăcină reală în intervalul (+ „co 
V3 


N 


Restringínd acest interval la (= 9 | se obţine x, % 1,50- 
y3’ Á 


3°. Formăm ecuația ale cărei rădăcini sînt Î = = 4 Sau y= E 
2 


i 3 înlocuind în 
- Jl 


apă pS 1 1 l l 
EN 2) obținem — — — — 2 =. 0, . A 
0) obtinem = | | 


J ak A Din (3) rezultă imediat za = da 


A 911. Dacă a, b, c sînt rădăcinile ecuaţiei z3 + px + q = 0, se cere 
să se i bau ecuatid ale cărei rădăcini sint 


82 + c2 „c-ta? a+ b 
a pg 
E R: Se observă că b? + c? = —2p — a?; avem de eliminat pe x între a+ 
o 4pz+g=0 5i y=- ipt e 


+ Objinem ecuația“ qy? — 2p°y? — 5pqy — 
- 2p — ll | | 
e Să 212. Se notează cu œ, PB, y rădăcinile ecuației x3 -+ ga 4+-r=0 

şi se cere să se calculeze expresia 


d l pomtn metn myn 


, în functiede m,n. qg.r. 
me—n mB—n my—n Dd ado 


. v . w v . . A 4 ma n a 

R: Se formeazá ecuaţia ale cărei rădăcini sînt de forma y ară sina 
ma — n 

3m3r + nm*q — 3n3 i a | $ 


P mr + nm*g + m | : l 

213. Se dă ecuația x3 — x — 1 = = 0 şi se cere să se calculeze S= 
x$ + z$ + a$. 

Sr.. B; Dacá avem în general, a a? + ban -+ ca? + ...= 0, atunci 
„expresiile simetrice mai importante se calculează cu ajutorul tormulelor 


ge E Doza =00, Y mt e Sa = =b? + 3bc — 3d, 


ET Pi e de ay Sp A A E eS A a NU, 
A a E a OE Me UA da O A AN E Dr S j 


= 
D 
= 
= 
© 
[Y 
VW 
Z 
mr 
x 
O 
E 
E 
z 
5 
D 
E 
= 
O 
DN 


În cazul problemei, se cáleutedadl mai ml 277 apoi > 278 d şi în urmă 
se ridică la pătrat ăi: găsim > zf = 5. 
914. Se dă ecuaţia at — sd — Ta? + o +6=0 și se cere să se 


seats sumele i 
Sp = vi Ha t a a 
So = 2$ + ag + a5 ai. 


R: Se fine seamă de indicațiile date la problema precedentă; găsim S, = 
= 99, S = 795: í 


ll 


şi 


215. Se dá ecuația pă — 5g? + 8x — 4 = 0 în care se notează rädä- s | 


a? + ab + b? 


cinile cu a, b, c. Să se calculeze suma sientie A > fără 
C 
a rezolva ecuaţia. | 
E M Se tine seamă că 
E 
tabt? (atb)? —ab_ o (5—0)? 4 
e c . c A Ea A E 
Se formeazá ecuatia de gradul al treilea în y, de cărei rădăcini sînt de forma . 
y = da | (+) 
q? 


eliminindu-se z între. (*) şi ecuaţia dată; suma căutată este 19. 
216. Se dă puț r3? — 2122 + 4 = 0 în care se notează: cu a, b, €, 


a+b o. EN 
rădăcinile. Se cere sá se Catiga suma simetrică 2 x a DR? fără a 
a a ` 


j rezolva ecuația. EE 
R: Se tine seamă că ad b= 24 —e ql, a. +.:ab + bd? = CETERE — E 


suma căutată éste Za 


17 


217. Se dă ecuaţia 13 + px + q= 0, ale cărei rădăcini sînt a, b,c. 


be Se cere să se calculeze suma. simetrică DS OS 
q R: Din relaţiile dintre coeficienţi gi rădăcini rezultă $^ a? = — 2p, 
¿ a? 2 > 2 
Da = 89; aveti“ Aba de it Copos tia 
a? + b? 3q + ec 
; . ` Formăm eomaţia ale cărei rădăcini sint de forma its let > 
2 . LT d Se a? 
PIERE poa dl, aa te e LÍA 
8g + e vă 
Y Tay 
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Din (1) rezultá 
ay — x? + 3q — 2p = 0. (2) 
Asociem (2) cu | 
e + pe+g=0, (3) 


şi problema se reduce în a elimina pe æ între (2) și (3). Multiplicăm (3) cu y si 
scăzînd din (2), rezultă 


al + pay — 2qy + 2p=0. (4) 


Eliminăm acum pe æ între (3) si (4). Folosim metoda lui Euler; presupu- 
nem că « este o rădăcină comună a ecuaţiilor (3), (4) si putem scrie 


ape + q = (x + a) (x? + Be + y), a? + pay — y + 2p = (s+ a) (248). (5) 
Împărțim relațiile (5) între ele si | | 
(22 + pr + q) (x + 8) = (224 Pe + y) (22. + pay — 2py + 2p). (6) 
Dezvoltînd în (6) şi identificind, se obţine un sistem liniar cu trei necunoscute 
(B, y, 3) si patru ecuaţii. Punînd condiţia ca acest sistem sá fie compatibil, rezultă 
(84? + 3p*)qy? — 2p(p? + 5p°)y? + 5prqy — 2P — P= 0, (7) 
a? + Ba 
a? + b3 


ecuatie ale cărei. rădăcini sînt de forma 


; | Co pl + 542) az + 92 
Din (7) rezultá A e zi DEn 


2p + e? 


Calculul direct al sumei >. e 
q 


conduce la acelagi rezultat, dar este mai 
dificil. | 
218. Se dă ecuația x? — 2x? + 6x—5=0, ale cărei rădăcini 


a y al + ab + ?? 
se notează cu a, b, c. Se cere să calculeze SIDA Da > 
a — 


„fără a rezolva ecuația dată. 


hjt — ab ER 

2 2 P Fi 
R: Se ţine seamă că a p abt d (aro . 2. = 

i a? —ab+ b? (a+ b)? — 3ab (2 — c)? — 15 

c 


DET Te | o o 
AAA i a A A ` : se formează apoi ecuația de gradul al treilea în y, ale cărei 
c(2 — ec)? — 1 | | 
rădăcini sînt de forma 
| gn z(2 P x)? kWt á 5 (*) 
x(2 — æ)? — 15” 5 


eliminîndu-se x între (*) şi ecuaţia dată (se poate folosi metoda de la exerci- 


i, 0 
-tiul precedent), suma cerută este zat 


12 
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219. Sá se rezolve ecuaţiile 
4xt — iir? + 14r? — 22x + 12 = 0 


44? + ba? + 10x — 12 = 0, 


știind că au o rădăcină comuna. 
R: Rădăcina comună este x = $, celelalte rădăcini fiind respectiv 2; 
Vă si -1+3/3- 
920. Se dau polinoamele: 
P(x) = hat + 4r? — 25x2? — x + 6 şi 
Q(x) = x? + 22? — 5z — 6- | 
şi se cere: 
1. Să se afle: c.m.m.d.c. (P; Q) şi c.m.m.m.c. [P; Q]şi să se deducă 


3 


rădăcinile comune ale ecuaţiei P(x) = 0 şi ecuației Q(x) = 0. 


go as ; fice fi a EVA si să DE AA 

22. Sá se simplifice fractia Oz) si să se calculeze ETE 

R: 10. (PQ) =(2- 2) (z+ 3); [P; Q= (z +1) (2-2) (z+ 3)- 
(23 — 1) (22 + 1) si deci rădăcinile comune sînt x, = —3, za = 2. 2”. Peka 
cepa ME, A AAA “a 
ari Pl)  Qla) [P;Q] y" 

221. Să se rezolve ecuația \ 


at — (a + bjx — a (a — bja? + (a + bjx— a&b = 0, 
care are două rădăcini egale. 
R: a, a; —a, b. i 
222. Să se determine parametrul œ astfel ca ecuația 
xt — 523 + 5x? + ax — 6 = 0 
să aibă două rădăcini egale şi de semne contrare şi apoi să se rezolve ecua- 
tia. 


R: Folosim. metoda identificării, luînd (x? + m) (ad + ng + p) = *— 


— de + 52? + gx — 6, 


= Se dezvoltă membrul întîi gi se identifică cu membrul al doilea, rezultind 
sistemul n = —9, m +- p = 5, mp = —6, mn = a, de unde n = —5, m = —1,` 


= 6, a = 5, Rădăcinile ecuaţiei sînt za = +1, Ta = 3, za = 2. | 
Altfol. Transformata ecuaţiei în (—2) trebuie să admită aceleaşi rădăcini 
egale și de semne contrare; prin urmare ecuaţia dată și transformata trebuie să 
aibă un divizor comun de gradul II, În acest caz orice combinaţie liniară a acestor 
două ecuaţii are un același divizor (deci şi suma acestora). Putem scrie: 


(zt — 523 + Ba? + ag — 6)+ (xt + 507 + 52? — au — 6) = 2(xt + 5x? — 6). 


» 


YES 
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Egalám cu zero membrul întîi și tezuliă (x? — 1) (22 + 6) = 0. Pentru z? = 1, 


<. avem a = 5; pentru z? = —6, avem a =.—30. În privi caz (u = 5) ecuaţia 
he Mata se serie (xt — 4) (at — z 5a + 6) = 0, iar în al doilea caz (u = —30), avem 
Ea + 6) (2? — Se — 1) = 

E aa 223. Să se rezolve ecuația gt + 235 + da? + s + u = 0, ştiind că 
admite o rădăcină z = 1 + i, (A, p € R). 


R: Ej = 1 + i; Laa = 2 i V5, 1=-40, u = 49, 
994. Să se determine parametrul o. astfel ca ecuaţia 


Dat — ba + Zar? — 10r + 4 = 0 


3 i să aibă două rădăcini al căror produs să fie egal cu 1 şi apoi să se rezolve 
ecuaţia. 

A R: Punem 2x* — 52 + 2agz? — 10r + 4= (2x? + ma + 2) (£? + na + 2), 
„unde dezvoltind şi identificind obţinem m = —5, n = 0, « = 3 

| Altfel. Se pot folosi şi relaţiile între coeficienţi şi rădăcini, luînd ar = 1. 


3 - 225. Se dá ecuația xt — 2x2 + az + 3=0, în care produsul a 
"două rădăcini este egal cu 1. Sá se rezolve ecuaţia în acest caz. ` 
i ue 


sala ax 2iV6 , unde a= + 2Ţ5. 
4 


„ştiind că rădăcinile sînt în progresie aritmetică, 
R: Rădăcinile sînt de forma x — 3r, z—r,æx+r, z +, ar: Gásim: 


N, 


AN NA A 

A A A tip 

E7 297. Se dă ecuația zi sie 4ax + 3b = 0 si se cere să se găsească con- 
Ea ` diția pentru ca ecuația să aibă o rădăcină dublă. 


R: Se pune condiţia ca f(x) = zt + haz + 3b si f (2) să aibă un divizor 
“comun de gradul întîi. 


i Se poate folosi şi metoda identificării scriind f(z) = (e, + a)? (x? + Be + 
STA A +y), unde dezvoltind, identificind si luînd a = e?*,.b= ct, obţinem fía) = 
dto (a + e)? (a? — 2cz ES 3c?), conditia cerută fiind at = b5. În fine, se pot folosi 
„şi relaţiile între rădăcini gi coeficienți. | 


228. Se dă ecuaţia ax + 4ba + bcx? + 4dr + e= 0 si se cere 
S să se găsească condițiile necesare peniru ca între rădăcini să avem relațiile: 


; AS, DO A + Ly = Ly F V4 


S E lb p. x id i 2,2, (2 F Za) = Latah + a) 


Lily = Myla: : | 


926. Să se rezolve ecuația: 163% — 64x? + 56x? + 16x gp 


a ai ee] 
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.- [] è 
R: Se vor scrie relațiile dintre coeficienți şi rădăcini sub forma 
4b 


Ll +] a + za +H t=- o, 
a 


| 6c 
(2, EN za) (Lg + La) + tita F za = + —, 
CL 
l | 4d e 
2102 (:g + a) + taza (a, + La) = — —, Ditotati = —, 
` a a 
relatii care combinate cu cele din enunţ conduc la condiţiile 
a2d + 25 — 3abe = 0 şi e?b + 2d? — 3cde = 0 si ad? — be = 0. 
999. Se dá ecuația xt + pad + qu +r =Q, ale cărei rădăcini se 
noicază cu a, b, c, d. Se cere sá se calculeze suma simetrică yA a?bc. 


R: pg — %r. - ? 
230. Se dá ecuaţia zi — 322 + 5g —1 = 0, ale cărei rădăcini sînt. 


a bd.” 
al 
Sá se calculeze suma simetrică Daa ~ a rezolva ecuaţia. 


R: Avem ` 
A po M E aia a 
pă ij e to! 4 la —1 z+ 1 x— 1 +1 
A 1 4 . A è 4 
= Ab +1 — 1 
Da al | l a +1 DD > 2 
LA a E y A - dia 
f(x) a smb æ= e x—d  ai— 3x? + 5x—1 
D VA ad) a aS y lA) Y 
qa /(1) 2 ai: fi 8 
/ =p 95 — 
y 4 ESO F() E 35 + Le 5 Ed 5 951 si deci 
a — 1 CI TA ati, 34 SARĂ 
4 ARE NE: 14413. a E 
231. Să se Ed ecuațiile: | Asie 
E — 104% — 4r? + 172 +19=00 
di ? Sid Aaa fiți 


72 107 — 208 + 172 — 6 = 0, 


ştiind că au o rădăcină comună. 
R: Rădăcina comună este x = 3; celelalte rădăcini sînt topoa 


—4, Sfp f + VO vi, şi 1, Tha —4 + wa 
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232. Să se rezolve ecuaţia a? — bat — 5x3 + 25x? + 4x—20 = 0, 
ale cărei rădăcini sînt de forma a, —a, b,—b, c. 
R: Trebuie sá avem: 
a5 — Si — 52 + 25x? + bx — 20 = (x? — a) (x? — p) (x — y). 


Dezvoltind în membrul al doilea şi identificind, obţinem « = 1, B=4 
y = 5, de unde rădăcinile +1, +2,5. 

Altfel. Se poate folosi metoda a doua de la exercițiul 222, transformata în 
(—2) avînd aceleaşi rădăcini cu excepţia lui c. Divizorul comun este xt — 5g? + 
+ 4 = 0 şi se obţine prin adunarea celor două ecuaţii. 


Altfel. Din a — a + b — b + ce = 5 rezultă c = 5; apoi se face împărţirea 
cu x — 5, rezultind ecuația zi — 5x? + 4 = 0 cu rădăcinile + 1, +2. ` 


233. Să se rezolve ecuația 
a5 + 3x2 + ar? + br? + cz +d = 0, 
Şi să se determine cooficienţii a, b, c, d ştiind că admite o rădăcină x,= 
=-—2+ i. k 
R: Ecuația admite rădăcinile: + Va + i; din a xı = —3,rezultá z; = — 3. 
Avem zë + 3z + az? + bz? + cz + d = 


= (z— V2 — i) (x — V? + i) (z + VZ+ i) (£ + V 2— i) (£ + 3). 
Dezvoltînd membru al doilea şi identificînd se obține a = —2, b = — 6, 
c = 9, d = 27. 


> 


934. Sá se rezolve ecuația x5 + axt + ba? + ca? + de dy = 0, 


și să se determine apoi coeficienţii a, b, c, d, ştiind că admite o rădăcină 

“a = V2 + V3. 

R: Ecuația are rădăcinile iraționale + Va + y3; prin urmare, polinomul 

din membrul întîi al ecuației date se imparte la 

Q(z) = (e — V2 — V3) (2-V2 +V3) (x +V2 — V3) (x +V2+ V3) = 
= gi — 102? + 1. (1) 


Se observă că 2203012 = & Şi tinind seama Că ziare, = 1, din (1) re- 
zultá imediat z; = 4. 
Avem deci 


a + azt 4 de + ca? + de— 4 = (at — 10x? + 4) (x — 4). (2) 
Dezvoltînd în (2) si identificind, obtinem a = —4, b = —10, c = 40, d=1. 
235. Să se arate că dacă ecuația / , 

5 — 1i0añx? + biz + = 0 


are irei rădăcini reale egale, avem relația abt — 9a5 + có = 0. 
= R: Se derivează de două ori membrul fatti al ecuaţiei date si se obţine 
x= a etc. | 
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236. Se dau polinoamele: | 
Fix) = 2? — 1725 — Gat + 7123 + 0022 — 11 — 6 
G(x) — 2% + g5 — 1621 — 102? + 61x? + m — 6 
şi se cere: 0 
12. Sá se rezolve ecuaţiile F(x) = 0 şi G(x) = 0 știind că ele admit 


rădăcina comună a =/2 + 3. 

2. Să se găsească coordonatele punctelor de intersecţie ale curbelor 
corespunzătoare funcţiilor f(x) şi g(x) unde F(x) = q(x) f(x) si Ga) = 
= q(x): g(x), g(x) fiind cel mai mare divizor comun al polinoamelor date. 

R: 1%. Dacă cele două ecuaţii admit ca rădăcină comună pe « = V2 + V3 
vor admite si pe u = Va —V3, 4. == V2 +VY3, = a Va a VE. 

Rezultă imediat că 

ala) = (æ — VZ — V3) (e — V2 413) (2 +12 —V5) (z +V? +13) = 
T fat — 2/2%—1) (z? + 2 Vaz — 1) = zt — 10r? + 1. 

Fácind împărțirile rezultă: 

Fla) = (at — 102? + 1) (z? — Ja — 6), G(x) = (x* — 1022 + 1) (12 + a — 6). 

2. Punctele de intersecţie ale curbelor reprezentative ale funcțiilor f(x) 
şi g(x) sînt date de ecuaţia 2 — 7x — 6 — (x? + x— 6) = 0, ale cárei rádá- 


1 + V33 „valoarea lui y rezultind imediat. 


cini sînt zı = 0, z2, = 


937. Se dă sistemul de ecuații 
zx — 3y +4=0, x + y— tab = 0, 
(a + 1) z — (2ab + 1)y + P = 0 și se cere: 
19. Condiţia de compatibilitate. | 
2. Condiţia fiind de forma f(a, b, p) = 0, săse studieze cu ajutorul teore- 
mei lui Rolle natura rădăcinilor ecuației f(a, 1,p) = 0, cînd p ER. 
3°. Să se rezolve apoi ecuația f(a, 1, 1) = 0. | 


R: 1%. Condiţia de compatibilitate este | i 
1 —3 4 
A = 4 4 — hab = 0, sau - dezvoltînd 
Q2 +1 — (2ab + 1) p 
obţinem 3a*h — 20202 — a? + p — 2 = 0. 
2°. Sirul lui Rolle pentru ecuaţia f(a, 1, p) = 0 este 
2 
f(—9%) f(0) f (5) f(+00) 
22 
— — 2 — — + 
P P 9 
concluziile rezultind imediat, i i 
3°, Ecuația f(a, 1, 1) = 0, sau 3a% — 3a? — 1 = 0 are o singură rădăcină 


reală a = 1,22. 
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238. Se dă ecuația f(x) = zi — 6r? 4 1202 — 8r tau = 0 si se 
cere să se discute natura rădăcinilor cu ajutorul teoremei lui Rolle, « luînd 
valori pe R. 


R: Ecuația f'(x) = 0 are o rădăcină dublă Tı = T} = 2 ŞI 0 rădăcină simplă 


Peso aa a Tabloul de discuţie este: 
t 1 
X — 00 — 2 + co 
ok 
T) | l A Concluzii 
ba e o k- pu k +o l | | 
a ==] 16 : 
— 00 
+ — — + două rădăcini reale în (—oo, 1/2) gi 
| (2, 00) şi două complexe 
0 T 10 + z = 2 rădăcină triplă şi o rădăcină 
yA realá ín (—oo, 1/2) | 
+ + T + două rădăcini reale în (—oo, 1/2) si 
97 (1/2, 2) şi două complexe | 
16 Pod tap + 2, aa = -7 $i două rădăcini complexe 


pa 


4 50 + d Nici o rădăcină reală. 
+00 7. RAZA E | 


+ æ = Q și se cere să se discute rădăcinile cu ajutorul teoremei lui Rolle 
cind parametrul, a ia valori pe R. . PERA 

IE, R: Rădăcinile ecuaţiei derivate sînt zi =x =— 1, z =æ, = —2; ta- 
+. bloul de discuție este: oS C 


Pri e 


— co  —2 — 41 +00 


Concluzii 


~o  a—64 9-62 +0 | 


O rădăcină reală +4 rădăcini complexe 


zi= —4 rădăcină triplă +2 rădăcini 
complexe 2 
O rádáciná realá +4 rádácini complexe 
x = —2 rădăcină triplă +2 rădăcini 
| complexe . ` KA 
© + | O rădăcină reală +4 rădăcini complexe. 


| 
| 
© 
tiat F 


' 


. 1 ] | 
239. Se dă ecuaţia f(x) = 1225 + 902! + 26022 + 36072 + 240x + 
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i 240. seda ecuaţia f(x) = 24x + 45x4 + 1008 — 9022 + 120% + 
+ a = 0 şi se cere să se discute natura rădăcinilor cu teorema lui Rolle, 
“a luînd valori pe R. 
hi R: Ecuația "derivată este f'(a) = 241 — Ba? + 5z? — 32 + 2 = 0, 0 reci- 
procă ale cărei rădăcini sînt toate complexe, cum se poate verifica uşor. 
Rezultă că f(2) = 0 nu are decît o singură rădăcină reală. 


941. Să se discute cu ajutorul teoremei lui Rolle ecuaţia 
Pia) = 8x — 23at + 2018 — ¿Ba? + 402 + a = 0, 


cînd a ia valori pe R. | 
R: f'(a) = 0 este o reciprocă de gradul patru ale cărei rădăcini sînt z, = 2, 


1 —4 + 14/99. 
la = y za A TAO 
Sirul lui Rolle este E 
| 1 34 g 
a E] a A+ 00) 
Ši + z a — 48 AN 
16 


tabloul de discuţie completîndu-se cu ușurință. 


242. Să se discute ecuația 


f(x) — 240 + 32? + 6m(1 — m) z — 1 =0, 


$ 


unde mER este un parametru variabil, | 
R: Rădăcinile lui f'(2) = 0 sint zi, = m=—4 şi z, = —m; se obţine apoi 


fim — 1) = —4n8 + 9m? — 6m şi fi—m) = în — 3m? — 4. Y 
~“ Deosebim trei cazuri: MIRAR | i 
; a) —m < m — 1, sau mT" F 
2 b) —m=m— 1, sau REA Va 
| i d bo 4 
| c) —m > m — 1, sau m<. 
| f” a l 4 P 2 ` 
Pentru formarea sirului lui Rolle se studiază separat si semnul funcțiilor Ai 


film) = —4m? + 9m — 6m și fain) = 4m? — 3m? — 1, ceea ce se face cu usu- 

rintá observînd că f,(m) = 0 şi falm) = 0 au cîte o singură rădăcină reală m = 0 

| gi respectiy m = 1. À 
pe 
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Discufia completă -a ecuaţiei este dată în tablourile de mai jos. 


AN 
a) Pentru m > ñ ) 


7 


x | — o “—m (m-1) +œ 


pa z Concluzii 
al -œ  (4m"-3m*-1) (—4m*49m*—6m) +00 l . 
m 
1/2 
| -— = — + O (e mă reală 
xz E((m 1), -+ 00) 

4 = 0 — + z = 1 rădăcină dublă 
şi încă o rădăcină reală 
în intervalul 
((m—1), +00) 

— + — + Trei rádácini reale. 
+ 00 
b) m = A 
2 


Concluzii 


fla) La <a $ O singură rădăcină reală în intervalul 
4 (1/2, + 00) 


fix) Concluzii 
R — (~4m+9m?—6m) (1m*'—-3m*-1) + 
r = T — — | Trei rădăcini reale 
| dd xv = —1 rădăcină dublă şi o 
| altă rădăcină reală în 
he de (~m, + 00) 
4 — + | O rădăcină reală şi două 
2 complexe 
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243. Sá se discute cu teorema lui Rolle ecuația: 
1 l 9 
f(x) = A— (a + bja? + A (a + bx — 7 (a? — b?) = 0, unde se pre- 


une cú variabilele a, b sint coordonatele unui punct din planul axelor 


sup 
de coordonate xOy. 
4 gi: 
R: Avem f'(x) = 32? — a + bja + r (a + b} = 0, (1) 
nE si ; 1 4 1 
rădăcinile ecuaţiei (1) fiind: s, = E (a + b), za = 3 (a + b). Efectuînd 
i „+ b 1 > fa 
calculele se obţine: rs + = — (a + b) (2a? + 23ab — 29b?) in) să 
6 108 2 
_ —Lbla + b) (a — b). Sirul lui Rolle este: 
4 
a+b a -+b 
po) f | : ) rf 2) Al 
4 EM 
a — la b) (2a? — 23ab + 29b? — -- bla — b? 
00 108 (a + b) ( ) 4 ( ) + 00 


Numărul variațiilor din șirul lui Rolle depinde de semnele expresiilor 


(a + b) (2a? — 23ab + 29b?) şi b(a? — b?). (2) 


Dacă a, b sînt coordonatele unui 
punct din planul axelor de coordonate, 
atunci semnele expresiilor (2) depind de 
poziţia punctului variabil (a, b) faţă de 
curbele z+y=0,2—y=0, y=0, 
2g? — 2L3xy + 29y? = 0 care repre- 
zintă respectiv cele două bisectoare, 
axa Oz şi dreptele 


_ 23 + 3/33 4 3 
= ES 
y T (3) 
{obținute rezolvînd în raport cu y ecuația 
2z? — 232y + 29y? = 0). } 
Cele cinci drepte menționate împart 
planul axelor de coordonate în 10 re- 
giuni, cum se vede în fig, 1.243. 
Regiunile pozitive și negative deter- . 
minate de cele cinci drepte se stabilesc Fis. I. 243 
luînd cite un punct de fiecare parte a unei DA SA 
drepte (în ficcare regiune). Discutia com- 
pletă se poate concentra în tabloul de la pag. 82. 
Cînd punctul (a, b) se află pe una din cele cinci drepte avem o rădăcină du- 
 blá; cînd (a, b) se găseşte pe bisectoarea a doua, avem o rădăcină triplă z =0. 
. Cînd punctul (a, b) se găsește pe una din dreptele (3) avem o rădăcină dublă 


. , . ) b re» 
v = See şi în acest caz rădăcina simplă este z = 9 dia — d), 
6 l a+ b 


f 
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~ Regiunea ES La 2 ) Ti+) | Concluzii 


“T a a = ej O rădăcină reală 
II e Me eb Ale O is 
III = Ai — + Trei rădăcini reale 
IV haa .— — + O rădăcină reală 
Vy as +. — + Trei rádácini reale 
Y y Et: 4- =p + O rădăcină reală 
II’ = — — + Idem 
200 — + + Idem 
IV’ L + + + [dem 
y’ — + + Idem 


„944. Se dă ecuaţia f(x) = 4x3 — 3(a + b) 22 + 3abz + ab? = 0 


Y. Sá se discute cu ajutorul teoremei lui Rolle natura rădăcinilor 
+ acestei ecuaţii, presupunind că a, b reprezintă coordonatele unui punct din 
: Planul axelor rectangulare xOy. 


2. Fácind a =b = 1 să se calculeze cu două zecimale exacte rădăci- 
x ál 


y 
è A A ` 
AA à 
Yi 


-5 RA 
E A-o) o perg 1(0/2) 


Mo Za + 3b + 40%) i-o + 3a + ha? 


| he o ad ; ! 
-< R: Ecuația derivată f'(x) = 0 are ca rădăcini pe z, = m Q, za == b. 


irul lui Rolle este: 


” f(+00) 
+00 


Expresiile care produc variaţii în şirul lui Rolle sînt 


(a,b) = 4b? + 3b— a si V(a, d) = 


= ha? + 3a — b, A) 
© © acestea fiind pozitive sau negative dupá cum 
r Q punctul (a, b) ocupă 


d ferite poziții față de 


£ f bd 
3 - „curbele corespunzătoare 
0 T | 
4 Í E + 3y — g= 0 şi 42 + 37 — y =@, (2) 


curbe care reprezintă două parabole (fig. 1. 244). 

, (Se observă că cele două parabole (2) sînt si- 

5 metrice față de prima bisectoare a axelor de 

E, | i coordonate, ecuația uneia deducindu-se din 
Fig. I. 244 cealaltă prin schimbarea lui æ cu y). 


: ; 


Meira AE ar 
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Tabloul de variaţie de exemplu pentru cea de a doua parabolă y = axr? + 
+ 3z, este 


3 3 A 
— a => pa 
+ săi h 8 nE 
y NS k 0 e ANO + 
y 0 y LA A - 0 A + 00 
d u 16 


Cele două parabole împart planul în patru regiuni; luîndu-se cite un punct - 
oarecare pentru fiecare din cele două parabole se ajunge la concluziile din tabloul 
următor p3 


Regiunea e Y Concluzii 


O rădăcină reală | 


x I sl 5 
II — + Idem o. 
III -+ — Trei rădăcini. reale 
IV + 4- O rădăcină reală. 


În afară de cele patru rădăcini distincte menționate, mai sînt încă patru 
regiuni intermediare — particulare. Astfel, dacă punctul (a, b) se găseşte pe arcul 
OC apartinind parabolei = 3y? + 3y avem q =0 şi Y < 0, deci ecuaţia . 
admite rădăcina dublă x = a/2 și o altă rădăcină cuprinsă în intervalul (b, + 00). > 

Dacă punctul (a, b) se găseşte pe arcul OC aparţinînd parabolei y = âz +. 
+ 3%, avem ọ < 0, Y = 0 şi deci ecuaţia dată are o rădăcină dublă z = 6/2 şi < 
încă o rădăcină reală. , | Cams 
Dacă punctul (a, b) se găseşte pe parabola z = 4y? + 3y, mai puțin arcul. 
OC, avem ọ = 0 şi Y > 0 şi deci avem iarăși o rădăcină dublă z =a/2 şioa 
treia rădăcină reală. y i Run 
Dacă punctul respectiv se găseşte pe cea de a doua parabolă, mai puţin 
arcul OC, avem y = 0 și p > 0 si deci ecuaţia are o rădăcină dublă z = b/2 
şi încă o rădăcină reală. | | i TOIR 
2. Cînd a = b = 1, ecuația devine 41? —- 6x? + 3z + 1 = 0 gl are O Sim=> 
gură rădăcină reală « = —0,23 (punctul 1,1) se găseşte în regiunea IV). . 
945. Să se studieze cu ajutorul teoremei lui Rolle ecuația zi — 243 Paz 
+ àg? — (à — 1)z + y = 0, unde se consideră că A și y sint coordonatele. 
unui punct din planul axelor reciangulare xOy. — O 
Să se separe planul în regiuni după natura rădăcinilor ecuației: 


5 > 
i 
Cet € 


pt a AE 4 A Li 4 . a ENE EN DA 
R: Rădăcinile ecuaţiei derivate sint z, = Pa şi încă două rădăcini 22 3 date ăi 
sa à À MS PL! a N zi 1 E | i yi 
de ecuația z? — z = — . Ru aa EA 


Li 

9 Elm B 
v i 83 „i 
` ià i n i 


š . a? 
7 E 


A e zu 4 ` 3 AR E A E ST F e E TAP N EA i 
DA de AI só A a A ES E RS n cau . NIE SEA OI 
AE E AE AA ls TIA AA ALADO Y a i dl icon q PA E A 


Sirul lui Rolle este: 


a PENE 1 A CN 
ER AE TS E + co 
(A — 1) A 5 (a — 1)? 
+00 =- Lp po L 
f(a) 4 4 p 4 T 16 p 4 + œ | 
a 2 
a) Se observă că p — Ë 
4 


se poate scrie sub forma 
1 
z [(A — 1)? — 4u], (1) 


şi egalind (1) cu zero se obţine ecuația 
unei parabole cu virful în (1, 0),axa 
à — 1=0, tangenta în vîrf y = 0 si 
parametrul p = 2. 
A 5 
bu==>+--=0 2 
rez et (2) 
ecuaţie care reprezintă o dreaptă tan- 
gentă la parabola de la punctul a) în 
i AT punctul (3/2, 1/16). E 
is Împărţirea planului în regiuni se vede în fig. 1.245 iar concluziile sînt redate 
în tabloul: 


Fig. 1. 245 


i | $ 5- LEEN $ 4,182 + œ | Concluzii 
à — 1)? 2,5 (A — 1)? 
f(x) ec A ET p Ea 
Reg. 1 + | + + + + [Nici orădă- 
g cină reală 
Reg. II + — + — + | Toate rădă- 
| cinile reale 
E Reg. UM] + — — — + Două rădă- 
De. cini reale 
ă Cînd punctul P(2, p) se află pe parabolă avem două rădăcini duble zı: = 
4 Va 23 _ 1 Va 20 
| == > a 2 > Ta F 9 9 . i 
| În cazul cînd P(A, p) este pe dreapta (2) avem o rădăcină dublă 21,2 = o 


celelalte două fiind date de ecuaţia z? — v + hu = 0. 


Cînd punctul P(A, p) se află în punctul de tangentá (3/2, 1 /16) avem e rădă- 


Y 


cină cuadruplă z = an 
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246. Se dă ecuația 
ha? + 3(a — bja? — Baba + deb 2.0 


ci se cere sá se discute cu şirul lui Rolle natura rădăcinilor presupunind 


e 
, 


că a si b sînt coordonatele unui punci din planul axelor de coordonate sOy 
(presupuse perpendiculare) . 
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R: Rădăcinile ecuaţiei derivate sînt: — S, 2 şirul lui Rolle este 


2 
(= 00) r|- z) (+) f (+ 00) 


-4 Pa 120 ) — (ie — Gab + 12a) + 


(considerind a, b > 0). Pentru reprezentarea graficá a functiei b? — 6ab + 12a = 
i 2 


= 0 se poate considera b variabilă independentă rezultind a = , funce 


6p — 2) 


tie a cărei trasare nu comportă nici o dificultate. 


Capitolul II 


Geometrie plană şi în spatiu 


se: 1. Se dá un triunghi oarecare ABC. Un cerc arbitrar dus prin virfurile 

„- B, C, taie din nou dreptele AB, AC în E și D. Bisectoarea unghiului A 
taie dreptele BD şi CE în N, P. Dacă M este intersecţia dreptelor BD, 
CE, să se arate că triunghiul MNP este isoscel. 

RL — R: Se va arăta că triunghiurile AND, APE au cîte două unghiuri respectiv 

„egale, de unde rezultă LX MNP = Y MPN (fig. II. 1). 

100 2. Într-un cerc se înscrie un triunghi ABC. Bisectoarea interioară 

7. aunghiului A reîntilneşte cercul în A’. Un cerc oarecare dus prin punctele 


a: Fig. 11,1 Fig. 11. 2 

EN us 

i y , , n è A P v 
S "A, A' taie dreptele AB, AC în punctele C' şi B’. Să se demonsireze ca 


segmentele BC”, CB” sînt egale. 
pS R: Se va arăta că triunghiurile A'B'C şi A'C'B sint egale avind Site, două 
cF, laturi respectiv egale şi unghiurile formate de ele de asemenea egale (fig. LL. 2). 
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3. Se. dá un triunghi ABC. Pe latura BC se ia punctul D astfel ca: 
CD = 1/3 BC. Să se arate că dreapta AD trece prin mijlocul medianei 


CE. 
R: Paralela din E la AD taic pe BC în F. Se va observa că BF = FD = DC. 


4. Trei segmente de dreaptă AA”, po 
BB', CC' au acelaşi mijloc, punctul 
O. Fie A,, Bı, Ca mijloacele segmente- 
lor AB’, BC”, CA’. Să se demonstreze 
că punctul O este centrul de greu- 
tate al triunghiului A,B,C;. | 

R: Prelungirea lui 5,0 taie pe B’ 
în M. În triunghiul B'AC, MA, este A 
linie mijlocie şi deci avem AM = ACP. 

De asemenea, în triunghiul ACA”, C,O 
este linie mijlocie şi deci C.0 = ACP, 
de unde rezultă că A,M ++ C¡O. Figura - 
A,MC,O este un paralelogram. Rezultă 


că MF = OF; dar B,0 = OM = 2/3 B,F 


si deci B,F este mediană în triunghiul | e 
ABC (fig. 11.4). | 
5. Pe laturile BC, CA, AB ale Fig. 11.4 


unui triunghi. ABC se iau punctele 
A', B', C’, care împart aceste laturi, în acelaşi sens de rotaţie, în același 
raport. Sá se demonstreze că se poate construi un triunghi avind ca laturi 
segmentele AA', BB", CC... > 

R: Prin punctul A” se duce segmentul A'D paralel şi egal cu BB”. Paralela 
dusă din B’ la AB taie pe BC în 4”. Se arată că figurile AB'4”C”, A“B'"DC sint 
paralelograme. Rezultă că CD este paralel şi egal cu AC“ şi deci AD este pa'a- 
lel şi egal cu CC”. Triunghiul căutat este AA4'D. 


6. Fie A unul din punctele de intersecţie a două cercuri. Paralelele 


duse prin A, tangentelor comune ale celor două cercuri, intersectează. cer- 


curile respectiv în M, N şi P, Q. Să se demonstreze că segmentele MN şi ` 


PQ sint egale. | 

R: Fie B al doilea punct de intersecţie a celor două cercuri. Prin B se 
duce o paralelă la PQ care taie cele două cercuri respectiv în M’ şi N’. Se arată 
ușor că patrulaterul PQN'M' este un paralelogram, deci PO = M'N”. Apoi se 
arată că MN = M'N’ ca simetrice față de linia centrelor. 


7. Se dă 'un triunghi ABC, în care diferența unghiurilor B, C este 


de 90. Pie O centrul cercului circumscris, T intersecția laturii BC cu 


tangenta în A la cere, M mijlocul lui BC. Să se demonstreze că OT = 
= AM. | | 

R: Se arată că dreapta 40 este paralelă cu BC şi că patrulaterul 4047 
este un dreptunghi. | 
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———— a a 


i N ii dt id e à 
= A AS caen amri ne ani a eame Y 


roo ve 


| 


8. Într-un cerc se înscrie un triunghi oarecare ABC. Înălțimea AA" 
tare cercul a doua oară în A”. Fie A”, simetricul punctului A” în raport 
cu mijlocul laturii BC. Să se determine ipotenuza triunghiului dreptun- 
ghic ale cărui catete sint AA”, A'A". 


R: Coarda perpendiculară în 4”” pe BC este egală cu AA”; această coardă 


împreună cu AA”, determină un dreptunghi înscris în cerc. Rezultă că ipotenuza 
este diametrul cercului. 


9. Se dă un dreptunghi ABCD. O dreaptă oarecare intersectează 
laturile opuse AB, CD respectiv în M şi N, iar prelungirile laturilor opuse 
BC, AD respectivo în P şi Q. Fie M', N', P', Q' simetricele punctelor 
M, N, P, Q în raport cu mijloacele laturilor respective ale dreptunghiu- 
lui. Să se demonstreze că patrulaterul M'N'P'Q' este un trapez. 

R: Se va observa că patrulaterele MM'NN’ gi PP'QQ’ sînt trapeze isoscele. 


10. Se consideră un trapez oarecare ABCD (laturile neparalele le 
notăm cu AD şi BC). Bisectoarele interioare ale unghiurilor A, D se taie 
în E, iar bisectoarele exterioare ale aceloraşi unghiuri se taie în E". Bisec- 
toarele interioare ale unghiurilor B, C se taie în F, iar bisectoarele exte- 
rioare ale acelorași unghiuri se taie in F'. Să se arate că punctele E, E",F,F" 
sînt situate pe o dreaptă paralelă cu bazele trapezuluz. 

R: Tinind seama de proprietatea caracteristică a punctelor de pe bisectoa- 


rele unui unghi, se va arăta că cele patru puncte sînt situate pe dreapta echi- - 


distantă faţă de bazele trapezului. 


11. Două cercuri situate în același plan se taie în punctele A și B. 
O dreaptă arbitrară dusă prin punctul B taie cele două cercuri respectiv 
in M şi N. Săse arate că unghiul MAN este de mărime constantă (egal 
cu unghiul sub care se taie cercurile). . 

R: Se va observa că unghiurile din M şi N sînt respectiv egale cu unghiurile 
formate de coarda AB cu tangentele în A la cercuri. 

12. În triunghiul ABC se duce o paralelă la latura BC, care taie 
laturile AC şi AB respectiv in D si E. Să se arate că cercurile circumscrise 
triunghiurilor ABC, ADE sînt tangente. Reciproca. 

R: Se arată că tangentele în A la cele două cercuri. coincid. 


Reciproca este adevărată. Dacă prin punctul de contact a două cercuri 
tangente se duc două drepte oarecare, coardele interceptate de ele în cele două 
cercuri sînt paralele, 


13. Fie AB si AC respectiv o coardă şi un diametru al aceluiași cerc 
O, M un punct pe AB, D piciorul perpendicularei coborite din M pe AC 
si E una din intersecțiile dreptei MD cu cercul O. Să se arate că cercurile 
DCE şi BEM sînt tangente. 
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pS A 


R: Din fig. 11.13 se observá cá: 


AE 
X DCE = XK TED = = (1) 
şi 
ED 
X DCE = X ABE = 72. (2) 


Rezultă din (1) si (2) că &X ABE = & TED şi deci dreapta TT” este 
tangentă şi cercului BEM. Cercurile DCE 
şi BEM avind în F aceeași tangentă TT”, 
sînt tangente între ele. 


14. În triunghiul ABC se duce 
bisectoarea AM. Cercurile ce trec 
respectiv prin A şi B, A şi C şi sînt 
tangente bisectoarei AM intersectează 
latura BC în punctele D şi E. Să se 
demonstreze că triunghiul ADE este 
isoscel şi că dacă XBAC=90, triun- 
ghiul ADE este şi dreptunghic. 


R: Se vor observa că 
X ADB = > X BAC; 


X AEC = Ż X CAB ete. (fig. 11. 14). 


15. În triunghiul ABC diferența 
unghirilor B, C este de 90°. Să se arate, 
că centrul cercului circumscris triun- | 
ghiului se află pe paralela dusă din Fig. 11.13 
A la BC. 


R: Perpendiculara în B pe AB si perpendiculara în C pe AC se taie în 
punctul D. Patrulaterul ABCD este un trapez isoscel etc. (fig. 1. 15). 


Fig. 11.15 
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16. Într-un cerc se înscrie triunghiul ABC. Printr-u 
laturii BC se duc paralelele DE, DF la tangentele în B a 
cumscris. Sá se demonstreze că bisectoarea unghiului EDF este perpendi 
culará pe BC (punctul E se află pe AC, iar F pe AB). PAS 
R: Se va observa că X EDC = LK FDB = XL A. 
17. Într-un triunghi ABC se duce bisectoarea BD. Cercul care trece prin 
punctele B, D şi este tangent laturii AC, taie laturile BC, AB în E si F 


Să se demonstreze că cercurile circumscrise: triunghiurilor BCD, ADB 
sînt tangente dreptelor DF şi DE. 3 


R: Se arată că EF este paralelă cu AC. 
18. Înir-un cerc se înscrie un trapez ABCD (bazele sint AB, CD). 


„Fie P un punct, în plan, iar A”, B', C', D' punctele în care dreptele PA, 


PB, PC, PD taie cercul a doua oară. Să se demonstreze că cercurile PA'B' 
PC'D' sînt tangente. . f 


R: Se va observa că tangentele în P la cele două cercuri sînt paralele cu- 


bazele trapezului, deci coincid. 


19. Într-un cerc O se înscrie un triunghi ABC. Se ia un punct M oare- 
care pe cercul O si se duce prin A si M un cerc care taie laturile AC si 
AB în D şi E. Să se demonstreze că cercurile MCD, MBE se taie. într-un 


„punct F care este la intersecția dreptelor BC şi DE. 


R: În cercul ABC avem: X ACM = XL ABM, iar în cercul BEM l : 
X ABM = X AFE. Rezultă HL ACM = $ AFE. ii 
20. Se dau două cercuri-O,, Ox, tangente exterioare. Fie T T, o tan- 
gentá comună lor, iar T', T” punctele diametral opuse punctelor T,, T, 
în cercurile O,, respectiv Oa. Să se demonstreze că dreptele T,T”, TaT" 


` sînt perpendiculare. 


Eaa Se va observa că cele două drepte trec prin punctul de tangentá al cer- 
curilor. 


21. Se duc patru tangente la un cerc, care se. intersectează două cite 
două în şase puncte. Sá se demonstreze că ortocentrele triunghiurilor for- 
mate de cîte unul din aceste puncte şi de punctele de contact ale celor două 
tangente care trec prin acest punct, sînt patru cîte patru virfurile a trei 
paralelograme care au același centru. A 

R: Se va observa că ortocentrul unuia din triunghiurile din problemă este 


` simetricul centrului cercului faţă de coarda contactelor. i 


92, Fie A unul din punctele comune a două cercuri. Bisectoarele 
unghiului format de tangentele duse în A la cele două cercuri intersectează 


© > unul din cercuri în punctele C și D, iar pe celălalt în E şi F. Să se demon- 


streze că dreptele CD si EF formează împreună cu cele două bisectoare, 
triunghiuri isoscele gi că dreptele CD şi EF sint perpendiculare pe cele 
două tangente... ! 
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R: Fie AT, si AT, tangentele în A la cele două cercuri. 

X ADC = XIAE = X T¿AE = XL AFE; 

23. Fie O,, Oz două cercuri ortogonale, iar A, B punctele lor de inter- 
secție. Se ia pe cercul O, un punct arbitrar P. 

Dreptele PA, PB taie cercul O, a doua oară in A” şi B’. 

Să se demonstreze că dreapta 
A'B' este diametru în cercul Os. 

R: Avem: XAA'B = LBAO, ; 
x% APB:= X 0,0B. 

Deci X AA'B + X APB = 
= X 0,40, = 90°. 

94. Într-un cerc se înscrie 
un iriunghi ABC, dreptunghic 
în A. Fie P un punct în cerc, 
iar A',B',C' punctele în care 
dreptele PA, PB, PC taie cercul 
a doua oară. Sá se arate că 
cercurile PA'B', PA'C' sint 
ortogonale. 

R: Se arată cá tangentele în P 
la cele douá cercuri sint paralele Fig. II. 25 
cu catelele AB, AC. 

25. Se dă triunghiul ABC. Tangenta in B la cercul O circumscris lui 
ABC taie pe AC in D. Cercul O, circumscris lui BCD taie pe AB in E. 


Să se demonstreze că: 

4°. Triunghiul BDE este isoscel. 

2. Cercul circumscris lui ACE este tangent dreptei DE. 

3°. Dreapta AO este perpendiculară pe DE. | 

R: 1°. Pe figura 11.25 se observă X BED = 180° — X BCD = X BCA = 
= X EBD = BAR. 

Rezultă că triunghiul BDE este isoscel. Pe 

2°, X CED = X CBD = CDR; X CBD = LK EAC = BC}. 

Rezultă că: X CED = LX EAC. 

Unghiul CED are deci ca măsură 1/2 din arcul EAC. Prin urmare ED este 
tangentă cercului ALC. 

3. Dacă N este intersecţia cercului AB cu perpendiculara coborită din O 
pe AB, observăm că X AED = X BCA ca avind acelaşi supliment X ACB. 

ar X BCA = E NOA = 90° — X EAO, de unde X AED = 90° — X EAO. 

ne AED si EAO fiind complimentare, rezultă că 40 este perpendiculară 
pe DE. 

26. Să se arate că mediatoarele bisectoarelor interioare (sau exterioare), 
limitate între virfuri si laturile opuse, întilnesc laturile unui triunghi 
ABC în trei puncte coliniare. | 
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R: Fie triunghiul ABC (fig. 11.26, a şi b) şi AA’, AA” bisectoarele unghiu- 
lui A. Mediatoarele segmentelor 44”, AA” se taie în punctul «, mijlocul lui 
A“A” si în acelaşi timp centrul cercului AA'A”. Acest cerc este evident ortogonal 
cercului ABC. Dar Aa este simediana*) exterioară a virfului A al triunghiului 
ABC. Cum « este piciorul acestei simediane avem 


— =-— (*) 


Fig. 11.26 


(a se vedea demonstraţia completă din „Geometria triunghiului“ de Tr. Lalescu 
cap. V. $ 5.7. — $5.12. Editura Tineretului 1958). l 

Scriind celelalte relații de forma (*) pentru punctele corespunzătoare B, y 
și folosind teorema lui Menelaus, rezultă că punctele «, B, y sînt coliniare (pro- 
dusul rapoartelor de forma (*) fiind egal cu + 1). 


27. Se consideră triunghiul isoscel ABC, unde AB = AC si AD 
înălțimea din A. Fie E intersecția acestei înălțimi cu bisectoarea unghiului 


B şi F intersecţia bisectoarei cu perpendiculara în A pe AB (fig. 11.27). 


„19, Sá se stabilească relaţia: AB+ DE = AF- BD. 
2". Să se arate că dacă patrulaterul ABCF este inscriptibil, atunci 
triunghiul ABC este echilateral. 


*) Se numește simediana exterioará unui virf al triunghiului ABC, locul punc- 
telor exterioare triunghiului ale căror distanţe la laturile adiacente ale triunghiu- 
lui sînt proporţionale cu lungimile acestor laturi. 
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B: 1" Se va observa cá triunghiurile ABF Şi BDE sint asemenea. 2° Se va 
observa că a = 6 = 90°— A şi că 2 - (2x)+ Á = 180° de unde rezultă imediat 
A = 60°. 

98. Într-un cerc se înscrie un triunghi isoscel ABC, (AB = AC) 
(fig. 11. 28) al cărui ortocentru este H. Înălţimea BH taie în D tangenta 
în C la cerc. Sá se arate că patrulaterul AHCD este inscriptibil şi că 
triunghiurile ABD, ACD sint isoscele. 

R: Avem 

%X ACD = % ABC; 


HL AHD = X ACB 
X ABD = X ACH = X ADH. 


Fig. 11. 27 Fig. II. 28 


29. Două cercuri O,, Os sînt secante în A și B; fie T,T, o tangentă 
comună a lor. Dreptele T, A, T,B, taie cercul O, în C și D, Lar dreptele 


T A, ToB taie cercul O, in E şi F. Să se arate că dreptele CD și. EF ¿il 


sint paralele. 


R: Fie M si N intersecțiile AE, BT,; AC, BT,. Se arată că patrulaterul 


AMBN este inscriptibil, apoi că CD şi EF sint paralele, fiecare, cu MN. 


30. În patrulaterul inscriptibil ABCD, perpendicularele duse din 
virfurile A şi B pe diagonalele BD şi AC intersectează latura CD în 


punctele A* şi B', tar perpendicularele duse din virfurile C și D pe diago- s 


nalele BD şi AC intersecteazá latura AB in punctele C’ şi D’. 
Să se demonstreze că următoarele patrulatere sint inscriptibile: A D'A’ D; 
DORO: A PU; 


R: Se vor utiliza unghiurile egale. 
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31. Se dá un dreptunghi ABCD și fie P un punct in planul său. 
Să se arate că perpendicularele în A, B, C, D pe drepiele PA, PBPC: 
„» PD se intersectează in mod consecutiv, formînd un patrulater. cu diagona- 
YU lele perpendiculare. 
R: Notăm virfurile 4, B, C,D (fig. 11.31) 
în mod consecutiv și fie E intersecţia per- 
pendicularelor în A, B pe PA, PB; Fa 
celor in B, C; Ga celor in C, D şi JI] a 
celor în D, A. Patrulaterele AEPB,GDPC 
fiind inscriptibile gi avînd centrele cercurilor 
circumscrise E”, G’ la mij loacele'segmentelor 
PE, PG, rezultă că perpendicularele din E” 


k. şi G” pe AB, CD sînt mediatoarele acestor 
z: laturi, sau că E"G” este perpendiculară pe 
$ ele. Se vede apoi că EG este paralelă cu 
put E'G” etc. \ i 

K 32, Într-un cerc cu centru O se duc 
za dou diametre AB, MN. Dreptele BM, 
rr BN taie tangenta în A la cerc în punc- 
i A tele M', N". Pie M”, N” mijloacele 
SOA segmentelor AM” şi AN”. 

A Fig. II. 31 1°. Să se arate că patrulaterul 
te | MNN'M” este inscriptibil. 
„20. Să se găsească locul geometrie al centrului cercului circumscris 


"3 acestui patrulater cînd diametrul MN se roteşte în jurul punctului O. 
Ka 3. Sá se arate că ortocentrul triunghiului BM"N" este mijlocul 


|: ` razei OA. 


a 


„0 


, 
| Fig. II. 32 
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R: 1°. Pe figura II. 32 se observă că triunghiul BM'N”— în care BA 
este înălțime — avem X 2 = X 4; dar X 2 = & 1 din triunghiul isoscel BOM 
şi deci X 4 = X 1, ceea ce demonstrează că patrulaterul MVM'N” este inscripti- 
bil. 

2%. Centrul « al cercului circumscris acestui patrulater se află la intersecția 
mediatoarelor laturilor MM”, NN”, mediatoare ce trec prin M”, respectiv N”. 
Se formează astfel triunghiul dreptunghic wM”N” asemenea cu BM'WN' şi anume 
în raportul 1/2, dat fiind că întfe ipotenuzele acestora avem relația M"N” = 

4 1 


2 


= M'N’. Rezultă imediat că wP este înălțime în triunghiul ‘oM’ N” şi 


avem GP = + BA = R = const. Locul geometric este paralela la tangenta în 


A a cercului dusă la distanța R. | 
3°. Considerăm triunghiul BM'N”, ortocentrul său fiind O. Într-adevăr, 


o înălțime este BA. Înălţimea din W” (unde NW” este mijlocul lui AN’) cade pe 
mijlocul lui BM gi deci trece prin O. Urmează că M'O |, BN”. De aici de- 
ducem că înălțimea din M” a triunghiului BM”N” este paralelă cu M'0 şi deci 


trece prin mijlocul 17 al lui OA și cum BA este o altă înălțime, H este ortocen- . 


trul căutat. NE 
33. Într-un cerc O, se duc doi diametri AB si CD. Se iau de la 
A spre D si de la C spre B, respectiv arcele egale AM şi CN. Să se arate 


că tangentele în punctele A, D, M, N se întilnesc în patru puncte conciclice. 
R: Trebuie arătat că patrulaterul PRST (fig. 11.33) este inscriptibil, adică 


A A 
avem P + S = 180°. 
Se observă că $ = X NOC (din patrulaterul inscriptibil SDON,) iar f= 
rs 


= 180° — Y AOM şi cum arcele ÁM, CN sînt egale rezultă că XCON = XAOM. 


Avem deci: 
Mm N 


P = 1800 — $ sau B+ S= 180°. 

34. Se dau două cercuri tangente în 
punctul T şi se construiesc alte două cercuri 
tangente în punctul T la linia centrelor 
primelor două cercuri. Să se arate că cele 
patru cercuri se taie două cite două, 
în patru puncte (diferite de T) con- 
ciclice. ' 

R: Se arată că două unghiuri opuse ale 
patrulaterului format de cele patru puncte 
sînt suplimentare. 

35. Două cercuri avind centrele O 
O, se taie în A şi B, Dreapta O,B taie 


cercul O, în C, iar dreapta O,B taie cercul O, Fig. II. 33 
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în D. Sá se demonstreze că punctele: A, O,, Oz, C, D sînt conciclice 
şi că B este centrul cercului înscris în triunghiul ACD. 

_R: Se observă că LO,BD = FO,BC = 180° — X0,BO, = 180° — 0,40, 
deci cele cinci puncte sînt conciclice. Restul rezultă din egalitátile X CAB = 


1 
îi $ X 00,B:; X BAD = 2% BOLD; X DCO, = A DOLO, = X BCA. 


86. Săse demonstreze că în orice 
triunghi, mijlocul unei laturi, picio- 
rul înălțimii pe ea, mijloacele celor- 
lalte două înălțimi şi ortocentrul 
triunghiului sînt cinci puncte con- 
ciclice. 

R: Fie H ortocentrul triunghiului 
ABC (fig. 11.36), 44” înălțimea din A, M 
mijlocul lui BC, D şi E mijloacele înăl- 
timilor duse din B şi C. Se observă că 
DM este linie mijlocie în triunghiul 

BB'C, iar ME este linie mijlocie în 
Fig. 11. 36 triunghiul CC'B; patrulaterul DHEM 
este inscriptibil, MH fiind diametru în 
cercul circumscris (MH este ipotenuza 
comună a triunghiurilor dreptunghice MDH şi HEM). Triunghiul dreptunghic 
MA'H avind ca ipotenuzá pe MH este inscris în acelaşi cerc. 

37. În triunghiul ABC, unghiul A este de 60°. Să se demonstreze că 
virfurile B, C, ortocentrul H, centrul O al cercului circumscris, centrul I 
al cercului înscris, centrul I, al cercului exinscris corespunzător virfului A, 
sîni șase puncte situate pe același cerc. 

R: Se va dovedi: AX BHC = X BOC = < BIC — 120°.! 

38. Pe acelaşi segment de dreaptă AB şi de aceeași parte, se consideră 
cele șase triunghiuri ABC, ACB, C¿AB, BAC,, BCA, C¿AB ce se 
pot construi asemenea unui triunghi dat MNP. Să se demonstreze că cele 
șase puncte C,, Ca, Ca, Ca, Cs, Ce sint conciclice. 


R: Mai întîi se vede ușor că punctele C, si C4, Ca şi Cs, Ca şi C, sînt sime- 
trice în raport cu perpendiculara ridicată pe mijlocul lui AB. Trebuie să arătăm 


ă B e CCA = XCAB= XN. 

ra e A d Acela o ds E N, phn aaa ANA CCC = 

= 180° şi patrulaterul C,C,¿C¿C, este inscriptibil. Se demonstrează de asemenea 
că cercul CIC,C, trece prin C; şi Cs. 

39. Fie ABC un triunghi dreptunghic în A. Se duce înălțimea AD, 
apoi bisectoarele unghiurilor DAC, DAB, ABC, ACB. Se obțin astfel 
pe BC două puncte S, S' şi pe AD două puncte T, T'; notăm cu g, b, Y 
centrele cercurilor înscrise în triunghiurile ABC, ABD, ACD. Să se 


arate că: 


196 


pre | 


CE Scanned with OKEN Scanner 


1%. Punctele A, a, B, y formează o grupă ortocentricá*). 
2°, Centrul cercului ABy este situat pe AD: 

3°. Punctele B, C, B, y sint conciclice. 

4°. Punctele S, S', T, T' formează o grupă ortocentricá. 


R: 1%. Unghiurile DBA, DAC avind laturile perpendiculare, bisectoarelelor 
Bu, Ay sint de asemenea perpendiculare; la fel Cy face un unghi drept cu Ag. 


-æ 


IAS, Po 1 | 
2%, Avem: X «dy = 7 (BAC — DAC) = T X BAD = XPAD. Deci, 


pentru că Ax este şi înălțime în triunghiul Afy, dreapta AD trece prin centrul 
cercului circumscris. 

3°. Cum X aßy = Lady = XPAD = LK BCy patrulaterul BßByC este in- 
scriptibil. 

4°. Am văzut că BT este perpendiculară 
pe AS şi CT” pe AS”; deci T şi T” sînt orto- 
centrele triunghiurilor ABS, ACS’. Prin ur- 
mare, ST, S'T” sînt respectiv perpendiculare 
pe AB si AC; ele sînt deci perpendiculare 
între ele. Altfel: ST şi S'T” sînt drepte omo- 
loge în două triunghiuri asemenea ADB, CDA, 
ale căror laturi corespunzătoare sînt perpendi- 
culare. AD fiind perpendiculară pe BC, punc- 
tele S, 5”, T, T’ formează o grupă ortocentrică. 


40. Să se înscrie într-un cerc un triunghi 
care să aibă ca ortocentru un punct dat. 

Problema admite o infinitate de so- 
luţii; care este locul geometric al mijloa- 
celor laturilor și picioarelor înălțimilor tu- 
turor triunghiurilor corespunzătoare? 


R: Fie O centrul cercului dat (fig. 11.40) iar 77 ortocentrul dat; să constru- 
im deci triunghiul ABC înscris în cercul O si avind ortocentrul 77. 

Se ştie că simetricele punctului Æ în raport cu laturile triunghiului ABC 
sînt aşezate pe cercul O (demoastrația se face imediat: dacă A” este simetricul 


AN 

lui H faţă de BC, avem X CA”B = & BHC = 180° — A, deci patrulaterul 
ABA”C este inscriptibil). ; 

Pentru a construi triunghiul ABC, alegem punctul A” arbitrar pe cercul 
O; mediatoarea segmentului MA” intersectează (dacă intersectează) cercul O 
chiar în punctele B, C. În fine, dreapta MA” mai taie cercul O încă într-un 
punct, care este chiar vîrful A. 

Se vede că problema admite, în general, o infinitate de soluții. 
„Pentru a găsi locul geometric al mijloacelor laturilor triunghiurilor ABC 
şi al picioarelor inátimilor acestui triunghi, folosim proprietatea bine, cunoscută 
că aceste şase puncte sînt așezate pe un cerc, al cărui centru œ este mijlocul 
lui JJO si a cărui rază este 1/2 din raza cercului O (cercul lui Euler al triunghiu- 


lui ABC). În cazul problemei, acest cerc este fix, căci are centrul fix si raza 


constantă, deci el este locul geometric cerut. 


*) Grupă ortocentricá este un ansamblu de patru puncte din care unul este 


ortocentrul triunghiului format de celelalte trei. 
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41. 19. Sá se construiască un patrulater, cunoscind mijloacele laturi- 
lor sale. Care este condiţia de posibilitate a poroblemei și cite soluții are? 

2°. Să se determine locurile geometrice ale virfurilor A, BFCAD; 
- astfel ca patrulaterul să [ie convex. 


R: 1%. Se ştie că mijloacele laturilor unui patrulater formează un paralelo- 
gram, deci punctele date M, N, P, Q, trebuie luate aşa fel ca să formeze un 
paralelogram. 


Fig. II. 41 


Pentru a construi acum patrulaterul ABCD cu mijloacele laturilor in M, 
N, P, Q, procedăm astfel: ; 

Luám: punctul arbitrar A (fig. II. 41 a) gi fie B simetricul său în raport 
cu punctul M, apoi C simetricul punctului B în raport cu punctul W si, în fine 
D simetricul punctului C în raport, cu punctul P. | 

Va trebui să demonstrăm că simetricul punctului D în raport cu punctul Q 
este punctul de plecare A. 

in triunghiul ABC dreapta MW uneşte mijloacele laturilor AB, BC, deci 
MN este paralel cu AC si egal cu jumătatea el; dar patrulaterul MNPQ fiind 
paralelogram, avem MN paralel şi egal cu PQ. În triunghiul ACD punctul P 
este mijlocul laturei CD, iar PQ este paralel cu AC şi egal cu jumătatea el; 
rezultă că punctul Q” mijlocul laturii DA, coincide cu punctul Q, căci segmentele 
PQ, PQ’ sînt egale şi au aceeaşi direcţie si sens. 

Se vede că problema admite o infinitate de soluţii, căci punctul initial A 
poate fi luat arbitrar. Le a 

2°, Se vede că virfurile nu pot îi interioare 
paralelogramului MNPQ şi că sint „obligate să 
se găsească în domeniile alcătuite din paralelo- 
gramele notate cu (4), (B), (C), (D) egale cu 
MNPO (fig. II. 41 b). 

Domeniile sînt deschise căci dacă — de exem- 
lu — virful A se aflá pe una din laturi, patru- 
aterul ABCD devine triunghi şi nu mal răspunde 

problemei: 

42. Se împart medianele AA”, BB', CC' 
ale triunghiului A BC prin punctele M, N,P, 
în același raport k, adică: 

MA : MA =NB:NB' = PC: PC =k. 


Fig. 11. 42 
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Să se demonstreze că triunghiurile ABC, MNP sint asemenea st să 
se calculeze raportul de asemănare. 

R: Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC (fig. 11.42). Relaţiile din 
enunţ, se pot scrie şi sub forma 


Ma A A voal EA uşor relaţiile: 
MG + GA” 


GM _GN _GP_ 2k 
GA 08. GO, shi 
43. Fiind dat un cere O, se duce diametrul AB şi o coardă CD 
paralelă cu acest diametru; se prelungește AB cu BE = AB şi se pro- 
iectează E în F pe CD, F în G pe BC. Să se demonstreze că: AD? = 
= BG: AB?, (se presupune că AB si CD sint de acelaşi sens). 


R: Coborim din C o perpendiculară CH pe AB. Triunghiurile ACH si EFK. 
(K fiind intersecția lui FG cu BE) sînt egale ca avind două laturi egale şi paralele. 
Deci AH = KE, de unde BE = HB. - 


he! BG K BG HB 
În triunghiurile asemenea ACB şi BKG avem —= a , sau e = — 3 
|, CB AB AD AB 
de unde 
AB. BG = AD- TB. (1) 
Dar 
E AB AB 


Din (1) şi (2) rezultă relaţia din enunţ. | i 
44. Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, iar A", B', C’ picioa- 
rele înălțimilor duse din A, B, C. Să se demonstreze relațiile: 


AH-BC _ BH-CA CH. A8 


| B'O’ CA” ' A'B' 
Ce semnificație geometrică. are valoarea comună a acestor trei ra- 
poarte? | s 
R: Triunghiurile ABC, AB'C’ sint asemenea; di uri l 
riung 2 ametr 'curilor 
circumscrise sint AH şi 2R, deci ; e 
BC 2R AH - BC 
m O r say DE = 2R. ME 
A B'C* AH B'C* y p | 


E a ? v . . A d A 
| 45. Fie AD şi AE două drepte simetrice in raport “cu bisectoarea 
unghiului A (drepte izogonale) al unui triunghi ABC. Se proiectează © 
punctele D, E pe laturile AC, AB respectiv în D’, D", E. pe q. 

3 3 e +) 


Tx X 
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Să se demonstreze că: ar cate 

19. DD'- EE” = DD” BEE? 

ES DB EB _ AB? 
E DC EC JG 
ES 2°. Punctele D', E", D", E” sînt situate pe un cerc cu centrul pe 
VE mijlocul segmentului DE. 


¡$ R: 1°. Triunghiurile asemenea (ADD", AEE”) şi (ADD”, ADD’, AEE’) dau 
ES: DD AD, DD": AD | 


: =>— Care prin împărţire conduc la prima egalitate 
Mo CEE”. AE. EF. AE ; 

~> din enunț. ` i i a ei 

3 Prin considerații de arii se obțin egalitátile: 

y x “FF EA A y E PE 7 TDDZ , 

C DE EP DD" 2; z5 E = PEM care prin înmulţire — și ţinînd seama 
UE? DC. AC- DD’ EC AC: EP | 

de prima relaţie obținută — conduc la cea de a doua egalitate. 


că 2”. Din triunghiurile asemenea (ADD, AEE’), (AEE”, ADD”) rezultă 
BAR AD' : AD AE”. AE 


SS TT». =, deci AD': AE? = AD”. AE", ceea ce demon- 
N. AE? AE AD AD | 
ES 


streazá că patrulaterul D'E’ D”E” este inscriptibil. 


46. Pe latura BC a triunghiului ABC 
ca bază, se construieste paralelogramul BCDE. 
Dreptele AD, AE taie pe BC în D', E". 
Paralelele. duse prin D’, E" laturilor CD şi 
BE ale paralelogramului taie laturile AC 
şi AB respectiv în D” şi E”. Sá se demons- 
treze că patrulaterul D'D” E"F' (fig. 11. 46) 


este un paralelogram asemenea cu paralelo- 
gramul BCDE. 


R: Relaţiile: Pe Ma 


s AC AB AD 
100% E. AE _ DD _ FF w D'E 
e Fig. 11.46 . AÑ GD BE 0 


l demonstrează proprietatea. 
| 47. Se considerá paralelogramul ABCD. Pe laturile AB, BC. CD 
EA DA se construiesc în exteriorul paralelogramului, triunghiurile asemenea 
„A4'B, BB C, CC'D, DD'A, avind aceeaşi orientare in plan 

Se cere: i 
1°. Să se demonstreze că dreptele AG: 


Tu B'D' se întîlnesc 1 
q Paralelogramului ABCD. desc în centrul 


E . Să se arate că figura A'B'0'D* este un paralelogram. 
ANSA 100 l 

X. 

q” 
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R: Fie ABCD paralelogramul dat (fig. II. 47), P punctul de întîlnire a dia- 
gonalelor, AA'B, BBC, CC'D,DD'A triunghiuri asemenea, avînd aceeaşi orien- 
tare, construite pe laturile paralelogramului dat. 

1°. Triunghiurile asemenea AA'B, CCD avînd cîte o latură paralelă (4D; 
IIDC) sînt omotetice, şi atunci dreptele care unesc virfurile omologe, sînt concu- 
rente. Rezultă deci că 4”C” trece prin / 
punctul P, centrul paralelogramului. 

Pentru motive analoge, triunghiurile 
BB'C, DD'A sînt omotetice, deci B'D” 
trece prin acelaşi punct P. 

2°., Raportul de omotetie al triun- 
ghiurilor AA'B, CC'D şi BBC, DD'A 
fiind egal cu — 1, rezultă că PA’ = PC, 
PB’ = PD’ şi atunci evident că patru- 
laterul 4*B'C'D” ale cărui diagonale se 
taie în părţi egale, este un paralelogram. 

Observare. Nu-i nevoie ca toate 
iriunghiurile A4'B, BB'C CC'D, DD'A 
să [ie asemenea între ele, ci e suficient ca 
AA'B să fie asemenea cu CC'D şi BB'C 
să fie asemenea cu DD'A. Rn 

Generalizare. Dacă se consi- Fig. II. 47 
derá un poligon regulat cu un numár . 
par de laturi şi pe fiecare pereche de laturi paralele se construesc în exterior sau 
interior poligoane asemenea, dreptele care unesc virfurile oinologe trec prin centrul 
poligonului. Demonstrația este identică ca mai sus. 


48. Se consideră un dreptunghi ABCD. O dreaptă oarecare dusă 
prin centrul dreptunghiuluv taie laturile opuse AB, CD în M si N; 
aceeaşi dreaptă taie celelalte laturi opuse BC, AD în P gi Q. Sá se 

“BO? CD: 
BÈ , CD 
MN? PẸ 

R: Fie N’ proiecția lui M pe latura CD, P’ proiecția lui P pe latura AD 
I intersecția dreptelor MN”, PP’. Din triunghiuril : MNN’ şi : 
Pop 5 Pr crol ghiurile asemenea: MNN’ gi MPI; 

MN’ _ MI  PP'_ PI 
A o a 
MN MP PO. PM 

49. Se dá patratul ABCD, de latură a. Prin virful A se duce 

dreapta variabilă care taie laturile CB, DC in M şi N. Să se demonstre- 


ze că există relaţiile: |1/CM—1/CN| = 1a; MB- ND = æ. 


demonstreze relaţia: 


f 


etc. 


R: Triunghiurile MNC gi MAB fiind asemenea, avem: L i O sal 
Pad Mie MB a 
= [CM — CN] , , pa A 
= VAZE Aca (am presupus M situat pe prelungirea laturii BC), iar din asemă- 
narea triunghiurilor ABM și ADN obținem 
MB a , 
a DN 
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50. Se dă un patrulater ABCD oarecare și se notează cu A”, B', 
C', D' centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, ACD, ABD, ABC. 
Să se arate că patrulaterele ABCD şi A'B'C'D' sint asemenea şi să 
se calculeze raportul lor de asemănare. 


R: Trebuie arătat că cele două patrulatere au laturile proporţionale și unghiu- 
rile respectiv egale. 

Fie M mijlocul laturii CD. Punctele A’ şi B’ se află pe dreptele BM si AM, 
respectiv la 2/3 de virfurile B, respectiv A. Rezultă că segmentul AB" este paralel 
cu latura AB şi egal cu 1/3 din ea. 


51. Fie A', B', C’ punctele care împart laturile BC, CA, AB ale 


triunghiului în medie și extremă ratie si fie A”, B”, C”, punctele de 
intersecţie ale dreptelor AA', BB"; BB, CC' şi. CC”, AA. 
Să se arate că A”, B", C" sînt mijloacele dreptelor AA”, BB’, 
CC' şi că ele împart pe B"B", C'C', A'A' în medie şi extremă ratie. 
R: Fie D punctul de întilnire a lui AC şi a unei paralele la BB’ dusă prin A“ 
a = 2 = E == iu de unde AB’ = B'D şi prin urmare AA” = 
B'C- AB BC B'C i i 
= A”A'’. Fie E, F mijloacele lui AB şi AC; punctele E, A”, F sînt peaceeaşi 
paralelă la BC şi dreapta EB” este paralelă la AC. 


Avem: 


a. E IA 


. . . .. "a a rA” dé i 
Triunghiurile EBA”, FB'A” fiind asemenea, mes = a == de . 

) - A”B’ at AC 
Dar A’ divide pe BC în medie şi extremă ratie; deci A” divide pe B”B” în 
medie şi extremă raţie. . 

Notă. Pentru demonstrarea problemei se poate considera triunghiul ACA” 
tăiat de transversala BA”B’, apoi triunghiul ABA’ tăiat de transversala CCC". 

52. Se împart laturile AB, BC, CD, DA ale unui patrulater ABCD 
în acelaşi raport plq prin punctele X, Y, Z, U si în raportul q/p 
prin punctele X', Y', Z', U’. 

Fie L, M, N, P punctele de intersecție ale laturilor omologe ale 
celor două patrulatere XYZU, X'Y'Z'U”. 

Să se demonstreze că dreptele LM şi NP sînt paralele şi proportto- 
nale cu diagonalele patrulaterului ABCD şi să se deducă raportul lor 
de asemănare. 

R: Se va observa că XP, XY’, U'Z si UZ’ sint paralele cu diagonala AC; 
la fel Y'Z, YZ’, X'U şi XU’ sînt paralele cu diagonala BD: P şi M, N şi P fiind 
punctele de întîlnire ale lui XU cu X*U” şi YZ cu Y'Z', avem: 


N a YTR_TE_TZE_q 
NU” XU’ AU" p PZ YZ CZ *p 


se deduce de aici că NP ||AC. 
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Se arată asemănător că LM este paralelă cu BD. Din relaţiile (p + ANP = 

2 rin y? > >» 15 DZ 
EAS ca O RIELES IO AE TO! 
AC BC p+4 AC CD p-+q, 


, se deduce 


NP PER 
AC: (pro) 

53. Fie ABC un triunghi oarecare O şi un punct în planul său. 
Se construiește un al doilea triunghi A*B*C” ale cărui laturi sînt para- 
lele cu OA, OB, OC. Sá se arate că: 

4°. Paralelele la laturile triunghiului ABC duse prin A', B', C' 
se taie în acelaşi punct O”. 

2°. Distantele lui O” la laturile triunghiului A'B'C' sint invers 
proporționale cu acelea ale lui O la virfurile lui ABC. 

R: 1”. Fie a, B, y punctele unde dreptele AO, BO, CO întîlnesc pe BC, CA 
AB si fie a”, p’, y” punctele de intersecţie ale laturilor triunghiului 4'B'C” prin 
paralelele BC, CA, AB. 


Triunghiurile asemenea &'B'A” şi «OC, a'C'A” si «OB, dau: 2e = ao , 
UE a A” al 
C’ O E | 
= aud , de unde prin împărţire obținem: 0! 
wA aB ] 
«B AB (1) 
aC” xC 
Prin analogie, avem 
par BC , iA yA, (2) 
par BA yB yB 


Înmulţim (1) cu fiecare relație din (2), termen cu 
termen. 

Dreptele A«, BB, Cy se taie în acelaşi punct, 
produsul membrilor doi fiind egal cu —1; deci drep- 
tele 4%”, B'B', C'y” trec printr-un acelaşi punct. 

„2 Fieg”, B”, y” proiecţiile lui O” pe laturile lui 
A'B'C’. Patrulaterul 0'8”C'a7 fiind inscriptibil, avem: 
XO'a”B” = XO'C’'A’ = FOBA, Fig. 11. 54 
X O0'p”a” aie X O'C'B' nea XOAR 
şi deci triunghiurile O'«”ßB”, OBA sînt asemenea 
şi prin urmare: ge. = qe etc. 
O'p” OA d 
„54. Se consideră triunghiul dreptunghic ABC din fig. 11.54. Fie 
B’, C’ intersecțiile catetelor CA, BA cu perpendicularele in B, C pe 
tpotenuzá, M mijlocul ipotenuzei, N mijlocul înălțimii AA’. Să se 
demonstreze că dreptele B'C', MN sînt perpendiculare. 
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R: Din relaţiile: MB? = BB? 4 MB?, MC? = CC + DIC, rezultă: 
MB"? — MC? = BB”? — CC”. 
Din triunghiurile 44*B”, AAC” avem: 
=>"  MAB?HY AB) — AA? IAC $ AC AA E 
es! 3 aee a a a o a A R: 


IA 4 


Deci: NB TE — NCE = = (ABE + ABR ACI AC); în fine: 


NB" = NC? = = (BB — AB2— CC? 4 AC? + A'B2+ BB'2— CC — A'C?)= 
= BB"? — CC?, Deci: MB? — MC? = NB”? — NC”. 

Altfel. Se duce AD paralelă cu MN, unde D este pe BC. Aceasta intilneste pe 
B'C' în E. Se arată că XEAB’ = XB'C'B, de unde rezultă că AD este perpendi- 
culară pe B'C”, deoarece triunghiul 4B'C' este dreptunghic. Pentru aceasta este de 
ajuns să arătăm că AADC ~ ABC'B'. Se observă că X C=&B'BC avind aceeaşi 


măsură. Apoi D este simetricul lui 4” față de M, deci DC = BA”. Rezultă 


DC BA’ / AB? BB" AA’. BC AB Ad” AB AB? 

= 3 e E === AA S. aa RA T 

AC AC AC . BC BC’ A'C BC?  A'C- BC AC: BC 

deci 2e = za Triunghiurile sint asemenea, deci X BC'B” = & CAD = 
AC BC 

= X B'AE. 


55. Se dă un triunghi ABC şi un punct oarecare D, situat pe la- 


tura BC, între B şi C. Să se arate că relația: AB?- DC? + AC?- 
«DB? = AD?- BC? exprimă condiția necesară şi suficientă peniru ca 
triunghiul ABC să fie dreptunghic în A. | 

R: Condiţia este necesară: în adevăr, presupunind triunghiul 
ABC dreptunghic în A şi aplicînd relaţia lui Stewart, avem: AB*- DC + 
+ AC?*- DB = AD?- BC + DB: DC: BC. Inmultind în ambele părţi cu BC» 
apoi ţinînd seama că DB + DC = BC, AB? + AC? = BC?, rezultă imediat 
relatia propusá. i sarii 

Condiţia este suficientă: presupunem relaţia îndeplinită; 
alăturăm și relaţia lui Stewart: 

AB?- DC? + AC- DB? = AD?. BO. (1) 

AB: DC + AC?» DB = AD*- BC + DB- DC- BC. (2) 


—_—_— 


Inmulfim (2) cu BC gi scázind din (1), se obţine: AB:: DC(BC — DC) + 


+ AC? DB(BC — DB) = DB- DC: BC», 
AB? + AC? = BC?, 

56. Pe un semicerc de diametru AB = 2R se ia un punct M. Se 
notează cu t lungimea distanţei lui M la AB. 
„1, Să se exprime în funcţie de R şi x, suma S = AM + MB, tar 
„din rezultat să se deducă lungimea maximă a lui S. 
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22. Sá se determine poziția lui M pentru care S = ks. Discuţie 
după k. Se cere valoarea minimă a lui k. Interpretare geometrică. 

R: 1° S= 2 VRR F 2), Smax = 2 V2 R; 2° Pentru ca M să se găsească 
pe semicercul AMB, trebuie ca kel2 V2, 00) de unde rezultă min = 2V2. 
S este maxim cînd x = R, triunghiul AMB este dreptunghic isoscel. 

57. În triunghiul isoscel ABC (AB = AC) se cunoaște baza BC = 2a 
si înălțimea AD = h. La distanța x de virful A, se duce paralela la 
latura BC a triunghiului dat. Aceasta intilneste în E, F şi I respec- 
tio laturile AB, AC si AD. Fie O centrul cercului circumscris trape- 
zului isoscel BCFE. 

1°, Să se exprime aria trapezului BCFE în funcţie de a, h şi z. 

2. Să se arate că X EFO + X BCO = X FOC. 

3%. Dacă FOC = 90° sá se arate că triunghiul FOI este egal cu tri- 
unghiul OCD; să se determine în acest caz x în funcţie de a, h. 
a(h2 — q?) 


ii 
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R: 1° 5 ; 22 Se vor exprima unghiurile respective în funcție de iN 

2 f c 

h(h — =) 

arce; qa AA ai 

h+a i 

58. Se dă triunghiul ABC, avînd laturile a, b, c, medianele m,, 3 

my, m, şi aria S. Presupunind că a >b >c, să se demonstreze rela- 

tia: (Em — 482 + Vem? — 48? = Vim} — 48?. Y 
E $ dr i E 

R: Ținînd seama că ma = ELE (b? + c?) — a? şi Es 

| j rea 

16.82 = 20202 + '2c%a? + 2a%b? — at — bt — et, rezultă | UN R 


amz — 4S? =- (b? — c?), ..., etc. 


59. Se consideră un triunghi ABC dreptunghic in A. Perpendicu- 
larele duse pe ipotenuzá în punctele B, C taie catetele AC, AB respectw 
in D, E. va 

1°. Sá se arate că perimetrul triunghiului ABC este medie proportio- E 
nală între perimetrele triunghiurilor ABD, ACE. vă 

2. Dacă a, b, c sînt laturile triunghiului ABC, iar ru, Ta razele = 
cercurilor înscrise în triunghiurile ABD, ACE, există relația: zA 

a? i i 
Pi t r = —. 

| a+b-+oe 

- R: Se va observa că triunghiurile ABC, ABD şi ACE sînt asemenea. Se - 
va scrie proporlionalilatea laturilor şi se va arăta că perimetrele triunghiurilor > 
ABD, ACE au expresiile: : 
c? b2 


c b x 
May ae b+ 0); — b j că n = ——_——— —— 
pb ao) sio n= i He 


——— ra 


60. Se dă un triunghi ABC, unde a >c >b in care se inscrie un 
dreptunghi avind baza pe latura BC şi diagonala minimă. 


Să se arate că există relația 2aS = dat + 452, S fiind aria 
triunghiului şi d diagonata dreptunghiului înscris (nu se vor folosi 
derivatele). 

R: Notăm DE = FG = z, DF = EG = 
=y $1 AA” = h. 

Avem: 

d = Yz? y. (1) 


Dar din asemănarea triunghiurilor ADE 
si ABC (fig. 11.60) rezultă imediat: 


h(a — a) 
7 C Z —£ de unde =. (2) 
A Pio. | A. 2 h— y h a 
. II. 60 E 
i inlocuind (2) în (1) obţinem: 
d = h Vía? + h?) 2 — Zaha + ath. | (3) 
a 


. Se observă că d este minim cînd funcţia (trinomul) de sub radical este mi- 
nimă; aceasta are loc cind 


g = K . e (4) 
a? -+ h2 
 Inlocuind (4) în (3) rezultă 
ah | 
DN a NN (5) 
Val + h 


na ¿ ah . A Fa ga SEJER i 
Tinind seama că S$ = — și de (5), verificarea relației cerută prin enunț se 
2 


face fără nici o dificultate. 


61. Se dá un triunghi oarecare ABC. Se descriu pe laturi ca diame- 


tre, cercurile O,, O,, Oz. Din virfurile triunghiului drept centre, se de- 
scriu cercurile O”, O", 0”, care sint douá cite două tangente. 
Să se demonstreze că tangentele comune primelor trei cercuri sint 
respectiv egale cu de două ori tangentele comune celorlalte trei cercuri. 
R: Fie TA una din tangentele comune cercurilor cù diametrele AB, AC. 


a 2 — — nm 13 
Se găseşte uşor că TA? = eb. 
dă 


Fie de asemenea T'A una din tangentele comune ale cercurilor 07, Oʻ”. Avem: 
T'A? = a? — [(p — b) — (p — e)? = a? — (b — ec)? = 4TA?, 
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62, Se consideră două cercuri, ortogonale (fig. 11.62) de aceeaşi 
rază r. Să se arate că raza cercului tangent celor două cercuri şi tangent 


uneia din tangentele comune a celor două cercuri este egală cu rj8, iar 


Fig. II. 62 


raza cercului tangent celor două cercuri şi tangent liniei centrelor lor 
este egală cu r|a. 

R: Dáci z, y, sînt razele celor două cercuri avem ecuaţiile: 

— —,09 
-— ry 2 i r/2 A 
15 E, ep) 

63. Se dau două cercuri ortogonale, O, şi Os. Fie T,T, o tangentă 
comună a acestor cercuri, iar T', T” punctele diametral opuse punctelor 
Ti, Tg în cercurile 0, Os. 

w v E A mi . 

Să se demonstreze că perechile de drepte: (0,72, T,T”) şi (O,T,, 
T,T") sint perpendiculare. TE | 

R: Se arată intíi că 7,73 = 2R,R2, unde Ri, fe sînt razele cercurilor date. 
Pentru a demonstra proprietatea, trebuie arătat că există relaţia Ri + 4R} = 
= TT? + 0,T'2 gi analoga ei. Însă 0,7% = T,T3 + (2R, — Ry)? = R + 

64. Din virfurile triunghiului ABC luate drept centre se descriu 
cercuri, două cite: două ortogonale. Sá se determine centrul lor radical 
și să se calculeze razele lor în funcţie de laturile triunghiului. În ce caz 
aceste cercuri sînt reale? 


| a 

R: Fie z, y, z pitratele razelor celor trei cercuri. Relaţiile de ortogonalitate 
dau: yri=04,1++x=0b,x+y E 

Rezolvind acest sistem rezultă s = (— a? + b? + c?) etc. Cercurile sînt 


reale numai dacă triunghiul ABC are toate “unghiurile ascuțite. Centrul lor ra- 
dical este ortocentrul triunghiului ABC. 
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65. Se dau două cercuri ortogonale de raze: Ti, Pa. Se construieşte 
cercul care este ortogonal ambelor cercuri și este tangent uneia din tangen- 


tele lor comune; fie r raza acestui cerc. Să se demonstreze că: ir = 
= 1/Vr, + 1/Vra. 

„Re Avem T, T? = 0.0: — (n — n)? = 2rig Și _ asemănător T,T?= 2r,r, 
TaT”? = 2rar. Apoi se fine seama că 7,7, = 1,7 + T,T. 

66. Se dau două cercuri de raze r,, ra şi care se taie sub un unghi 
de 60%. Fie r', r” razele cercurilor care sînt tangente uneia din tangen- 
tele lor comune şi respectiv: 

19. tangente celor două cercuri date, 

2”. ortogonale celor două cercuri dale. 

Să se demonsireze că: 


a) 1/2Vr' = 1//3r, + 1/V3r,. 
b) 1 //2r" > 1//3r, ES 1 //3r,. 


R: Fie T,T, o tangentă comună a cercurilor date. Avem: 7,73 = 0,0% — 
— (7, — ra)?, O,, O, fiind centrele cercurilor. 
Cercurile tăindu-se sub un unghi de 60° se arată că: 0,02 = r? + ri + rr, 


- (teorema lui Pitagora generalizată), deci 7,7, = V3rura. 


Fie T punctul de tangenţă cu 7,7, al cercului tangent cercurilor date si lui 
T,T,. Din relaţia V3r,r¿ = 2Vr'r, + Vr, rezultă prima relaţie din enunț. Pentru 
cea de a doua relaţie se tine seama că TT, = r} -++ r”? — (r, — r”)?, de unde 
T,T = V2r,r”; asemănător avem 7,¿T = V2rar”. Apoi TIT, = T,T + TT. 

67. Se consideră două cercuri cu centrele O,, O,. Să se demonstreze 
că axa radicală a cercurilor ortoptice*) ale celor două cercuri este simetrică 
mediatoarei segmentului 010, în raport cu axa radicală a cercurilor date. 


R: Fie Z, J intersecțiile liniei centrelor cercurilor cu axa radicală a cercurilor 
date şi cu axa radicală a cercurilor ortooptice, iar M mijlocul lui 0,0,. Avem 
relaţiile: 

10; — 10} = Ri — R?; JO} — JO] > 2 (RẸ? — R?), R,, R, fiind razele cercuri- 
lor date. Rezultă: JO? — JO = 2 (TO? — 102), sau (JO, — JOJ(JO, + JO) = 
= 2 (10, — 10,)(10, + 102), sau 0,0,' JM = 2-0,0,: IM; JM = 21M etc. 

68. Fie I centrul radical a trei cercuri, iar J centrul radical al cer- 
curilor lor ortoptice*) 

„Să se arate că dacă centrele celor trei cercuri rămîn fixe, iar razele lor 
variază oricum, dreapta IJ trece printr-un punct fix. 

R: Fie O,, Oz, Oz centrele cercurilor date, iar R,, R, R, razele lor; razele 


„cercurilor ortoptice sînt R,V2, RV2, R2. Dacă AA’ sînt punctele de intersec- 


ție ale lui 0,0, cu axele radicale ale cercurilor (O,, 03) şi cercurilor ortoptice ale 


pi 2 : Ri! AM? a 2 
"acestora, avem: AO} — AO? = Ri — Ri, A'O} — A'O? = 2(Ri — R2). 


*) Cerc ortoptic este locul punctelor de unde se pot duce tangente perpendi- 
culare la un cerc dat. 
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'timelor două cercuri rezultă imediat din faptul că pătratele razelor acestor cercuri A) 


Deci: A70} — 403 = 2(40; — 405), sau: 
(4'0, — 40) (PO, + WO, = 2(40, — 402) (40, + 40)). 


0,0, - 24'M = 2030; : 9AM, M fiind mijlocul lui 0,0). Se deduce cá mediatoarea 
lui 0,0, imparte pe 14 în rapor- 
tul 1/2, deci ZJ trece prin centrul cer- 
cului 0,0,03. 

69. Luind virfarile unui triun- 
ghi ABC drept centre, să se con- 
Struiască trei cercuri ortogonale 
două cîte două. 

R: Fie æ, y, z razele cercurilor 
căutate iar a, b, c laturile triunghiu- 
lui ABC. 

Avem condiţiile: 


y + 32=a, z b r? = b?, 


Rezolvind acest sistem în raport 


1 2 
cu x, y, 2, avem: z? = T a + 


40e); y? fa — b + e); Fig. 11. 69 
4 i 1] 


(a? +-b? — c*). Fie acum A’ mijlocul laturii BC; (fig. 11.69) se ştie 


= (b? + c2) — -- - a2. Deducem imediat relaţia: 447? = q? + (a/2), sÈ 

2 t "E 
care exprimă că cercul cu diametrul BC este ortogonal cercului cu centrul A şi 

raza 2; de aici rezultă imediat construcția cercurilor din problemă: construim A 
cercul cu centrul A ortogonal cercurilor cu diametrul BC (raza acestui cerc este | 
lungimea unei tangente dusă din A la cercul cu diametrul BC), apoi construim 
cercurile cu centrele B, C ortogonale cercului astfel construit. Ortogonalitatea ul- 


fiind respectiv: | 
Aa, bi? avem (c%—a%) + (07—a*) =0* A bte (a? bte) 2. 

70. Sá se construiască două cercuri avind centrele O,, Oo şi razele > | 
R,, R,, astfel ca: 0,0% = A Ri + Ri). EN 


l B Dacă a, b sînt două numere reale, avem inegalitatea evidentă a? + ò? Pb. 
> 2ab care se poate transforma in ES > 
D(a? + b?) > (ar vB. 


1-a 


În cazul problemei avem 0,03 > (fa + Ra)”, sau 0,0, > R, + Ra. 
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Excluzind cazul cînd avem egalilate, se vede că distanța centrelor celor două 
cercuri căutate este mai mare decit suma razelor, deci cercurile trebuie să fie ex- 
terioare. Punind relaţia de condiţie sub forma 0,05 = (4/2)? + (R,V2)* se vede 
că ea exprimă condiţia de ortogonalitate pentru cercurile cu centrele în O,, O, 
şi razele R,V2, RV2. 

Aceste cercuri sînt locurile geometrice de unde se pot duce la cercurile date tan- 
gente perpendiculare (adică tocmai cercurile ortoptice acestora). Construcţia se începe 

deci prin a duce două cercuri or- 
togonale cu centrele în O,, O, (se 
folosește un triunghi dreptunghic 
A0,0,), apoi pe razele 40, si 40, 
ca ipotenuze construim triunghiu- 
rile dreptunghice isoscele 40,M,, 
AO, M. Cercurile cu centrele în O,, 
O, (fig. 11.70) şi avind ca raze 
respectiv pe 0,M,, OM, sînt 
cercurile căutate. Problema admite 
o infinitate de soluții căci cercurile 
iniţiale pot fi construite într-o 
infinitate de feluri. 


71. Fie O centrul cercului 
circumscris unui triunghi, iar I 
Fig. 11.70 | centrul cercului înscris. Per- 

pendiculara ridicată în I pe IO 

întilneşie cercul înscris în K şi K'. Să se arate că perimetrul triun- 


ghiului OKK” este egal cu diametrul cercului circumscris. 


R: Notind cu x= acest perimetru, r raza cercului înscris şi R raza cercului 
circumscris, avem: 


x= KK' + OK + OK' = 2r + 20K. 
\ 
Dar 
OK = VOR = Vr ER 2Rr= R= ri 
deci z = 2r + 2(R — r) = 2R. 


Observaţie. Dacă înlocuim cercul înscris Z prin cel exinscris Za, se 
găseşte: OK 4- OK” — KK’ = 2R. 


072, Se dau două cercuri de raze R, r. Care trebuie să fie distanța 

"celor două centre pentru a putea descrie un cerc care să atingă cercurile 

date, linia centrelor lor şi o tangentă comună? . 

d R: Se vede uşor că cercurile date trebuie să fie exterioare unul altuia și că 

” trebuie să se ia o tangentă comună exterioară. : 

| Fie d distanţa centrelor O, O’ a cercurilor date, x raza cercului de determinat, 
œ centrul său si A, B, B’, C punctele sale de contact cu 00“, cercurile O, O” si 


— 


“tangenta comună TT’. Avem: d = OA + 0O'A = Vo: — wA? + VO”? — oA", 


JS TI” = VE —(R= r} = TC + CT =2/Rz + Vrz, 
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ecuaţiile problemei sint deci 


d = VR? + 2Ra + Yre + 2rz, (1) 
d: — (R — r)? = ha VR + Vr). (2) 


Din (1) se obţine (după ridicarea la pătrat) 
d? = R? 4 r? + 2a(R + r) + 2/Rr Var + 2(R + rje + az; 
dacă se înlocuieşte d? prin valoarea sa luată din (2) se găsește mai întîi: 
a(R + + &V Rr) — Rr = [Rr VRr + 2(8 -+ r) + 4a? 
apoi ridicind la pătrat: 
2 (R -+r + AV Br) — 4Rr] = 4Rra(R + r + 2/Rr). 
de unde l 
, 
E TE O (3) 
R+r+ 6) Ar 
Scriind (2) sub forma 
de = (VR + Vi [e + (VR — 191, 4) 


si tinind seama de (3), (4) devine: 


d? = 
R+r + 6V Ar 


(5) | $ 
Expresia din paranteză este egală cu 16Rr + (R +r) +4(R+r) VRr — 


— 12Rr; este deci pătratul lui R + r + 2 VRrsåàu puterea a 4-a a lui YR- Vr. 
Efectuind calculele in (5) rezultá 


a UREY 

RA ra GV Re a 
73. Íntr-un triunghi ABC, se duc tangentele la cercul inscris, paralele 

cu BC, CA, AB. Fie l, m, n, lungimile lor cuprinse intre celelalte 

două laturi. Sá se calculeze laturile a, b, c în funcţie de l, m, n. 


R: Fie A”, B’, C’ punctele de contact ale laturilor triunghiului ABC cu cer- 
cul înscris gi fie L, L’, M, M”, N, N’, extremitățile lungimilor 7, m, n. Perimetrul 
triunghiului ALE’ este egal cu 24B’ = 2(p — a) si perimetrele triunghiurilor 
asemenea ALL’, ABC sînt în acelaşi raport cu laturile omologe ¿, a. Deci: i 
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Adunind egalitátile (1) gásim: 


L= > l- E Á- =— yb £ 
a b c (2) 
it Adunind primele două rapoarte din (1) obţinem: 
2p — a — b l 
tai eS dela e A CĂ A OIM teze PL NI 
E SR E RA E 
, am + bl = ia = 4HP 
p 
bn + cm = 4Rr (3) 
cl + an = 4Rr. 
-Rezolvind (3) în raport cu a, b, c (4Rr fiind cunoscut) obținem: 
PE a + n — l) 
mn 
l | 
= (n + 1— m) (4) 
i 4 
c = Lila (l -+ m— n). 
lm 
Ducem aceste valori în (2) si avem: 
4 1 2Emn — Xe 
ds DA A e Ec ca si formulele (4) 
Imn m+n—l (m+n—l) (m + 1— ul +n — m) 
` devin: 


e (2 mn — X) 
(n + l—n) (l+ m— n) 
74. Să se arate că dacă între laturile şi aria unui triunghi există 
relaţia: 1682 = (2 + a — b?) (a? + b? —e?), triunghiul este- drept- 
ve unghie, 
R: Înlocuind aria în funcţie de laturi, relaţia dată se reduce la: b? + c? = a. 
15. Se dă irtunghiul dreptunghic ABC in care avem relația e? = 
= 202, unde b și e sînt catete. Se cere: 
j°, Să se afle medianele in funcție de b, 
2°. Notind cu A”, B’, C’ respectiv picioarele medianelor, să se arate 
„că triunghiul ABC “este asemenea cu triunghiul CC'A. 
2.3, Să se arate că AA' | CC" cind è = 202, iar patrulaterul 
i GA'C'B' este inscriptibil (G fiind e centrul de greutate al triunghiului ABC). 
o Reciproc, dacă AA' | CC”, avem relația ct = 2bă, | 


si asemănător pentru b, c. 
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49. Volumul corpului născut prin rotația triunghiului ABC în jurul 
dreptei ce trece prin A şi este paralelă cu BC. 


; Fa” FETO CAN 
R: 10 — 2 Avem AJ’ = tos Vb? + e2 = AE s BB' = | és + a 
3b Ma bV6 . AC DE 207 IVA _bV2 Lara A . 
=r? ce’ = — şi 20 E a TO = 2 ; deci cele 
>) 


două triunghiuri sînt asemenea, raportul de asemănare fiind egal cu V2. 

3”. Din asemănarea AACC” şi ABC rezultă LACG = LABC. Dar AA' = 
= A'C şi deci ICAG = XBCA. Cum XABC + XBCA = 90°, rezultă că 
XACG + XCAG = 90° şi deci AG | CG, triunghiul AGC fiind dreptunghic, în 
care GB” este mediana corespunzătoare virfului cu unghiul drept, XB'GC = 
= lOs = că Rezultă deci că XB'GA' + XB'CA' = XABC + 90° + e 
J- AU 2 = 1 0°. 


4°. Din AAGC, dreptunghic în G, avem GB’ = t= = B'B = 


1 z ni AA ap 
='— AO b? 4 hc? şi deci b = 4 b? + 4c?, de unde: c? = 28?, 
| 3 4 6 3 
47 
4. Va 
3/3 


76. Se dau două poligoane regulate de acelaşi număr de laturi si 
se consideră apoi poligoanele regulate, de acelaşi număr de laturi, avînd 
laturile respective egale cu suma si diferența laturilor poligoanelor date. 

Sa se demonstreze că suma ariilor ultimelor două poligoane este egală 
cu dublul sumei ariilor poligoanelor date. 

R: Fie as, l; S,; az, la, So apotemele, laturile și ariile poligoanelor date, iar 


a, L+ h, $ şi a”, l, — la, S” elementele corespunzătoare ultimelor poligoane. l AN 


Avem: 
Su nla, S= nhas ge _ AL + h)a’ „ge — n(l, — loja” 
2 2 2 Y 2 
l l, l o Se la 
Dar -+ = 2 = th = lı =. Rezultă că: 
4 Oa a i a” 


$ = la + a) (L + la), $” = = (4, — az) (h — la) si apoi 


5? + 5” = 2S, + Se). 
77. Se dă pătratul ABCD de latură a. Pe laturile AB, AD se + 


7 EE ES 15 
tau punctele E, F astfel ca: AE = T% AF = A a. Sá se calculeze. - 
; 


în functie de a, lungimea segmentului EF, aria triunghiului OEF > 


> 113 


| A i d l aș eT IP a à . 
LS -s 4 $ a . T a a. Y EG Me Rd Me i i d > ¿a 3 
< AA a E hi i a e MA < P e a » n TS qye 
bo AAA AAA AAA MOTA AI 
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(O fiind centrul pătratului) şi să se deducă de aici că dreapta EF este 


tangentă cercului înscris în pătrat. 

TI 7 5 è - za Al 5 ; 4 w 
R: Se găseşte EF = — a; aria (OEF) = 7 4%, lar distanţa de la centrul pătra- 
12 


8 


> 


tului la dreapta EF este a/2. 


78. În triunghiul ABC unghiul A este de 45°. Fie D, E proiecţiile 
virfurilor B, C pe laturile opuse AC, AB. Să se arate că triunghiul 
ADE si patrulaterul BCDE sint echi- 
valente. 
R: Triunghiurile ADE, ABC sìnt ase- 
menea: se face raportul ariilor lor, ţinind 


seama că AB = AD V2. 


79. Prin virfurile unui triunghi 
ABC se duc trei drepte paralele, care 
intersectează dreptele BC, CA, AB res- 
pectiv în punctele A”, B’, C’. 

Să se arate că aria triunghiului 

Fig. 11. 79 A'B'C” este dublul ariei triunghiului 
ABC. 

R: Triunghiul 4/B'D (fig. II. 79) are baza BD = 2B'B si înălțimea aceeași 
cu a lui ABB’ deci aria lui este dublul arici lui ABB’. 

La fel triunghiul C'B'D are aria de două ori cit aria lui BB'C?. 

80. Se dă triunghiul A BC şi se notează cu R, raza cercului circumscris 
triunghiului format de înălțimile care pornesc din virfurile B, C cu 
paralela dusă prin A la BC, iar cu ha, R, razele cercurilor analoge. 
Sá se arate că: 


4 1 1 1 
— = — + —— + 
R O R+R R+R, RAR , 


R fiind raza cercului ABC. 
, R: Fie H ortocentrul triunghiului şi A’, B’, C’ picioarele înălțimilor triun- 
ghiului ABC. 
Din relația R,/R, = AH/HA” rezultă 


R+ R ha R HA’ 
——— 5 3 SAU Ã— = e 
R HA’ R+R A 
Eo i 2S HA’ HA’ 
Se scrie că ha = — , de unde rezultă ih = LE si asemănător 
a ta 35S ` 


panim celelalte înălțimi. Adunind! acum aceste relații se obține egalitatea din 
enunț. 
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51. Fie M, N două puncte care împart laturile opuse AB, CD ale 
unui patrulater convex, în acelaşi raport m/n. Să se arate că suma 
ariilor triunghiurilor ANB, CMD este constantă. 

> i MB y n 
R: Avem: aria (CMB) = aria (ACB) = = aria (ACB) 


— 


AB m-n 


aria (AMD) = aria (ADB) 


m 


, 
m+n 


aria (ACB)n + aria (ADB) m 
m+- n 
3 aria (DCB)m + aria (ADC) n 
La fel: aria (ANB) = aria (ABCD) — ma Dem aria (ADO n, 
: n y 


rezultă că aria (MDC) + aria (ANB) = aria (ABCD). 


82. Din fiecare vîrf al unui pătrat ca centru, se descrie„cîte un cere 
ce trece prin centrul pătratului. Suprafeţele comune a două cercuri con- 
secutive formează o rozacee cu patru foi, a cărei arie se cere. 

R: a(z — 2). 


de unde: aria (MDC) = aria (ABCD) — 


83. Din fiecare vîrf al unui hexagon regulat ca centru, se descrie 
către interior un arc de cerc trecînd prin 
mijloacele laturilor adiacente. Să se gă- 
sească aria cuprinsă între cele şase arce de 
cerc astfel obtinute. 


R: mE V3 — m). 


84. Se dă dreptunghiul ABCD. Se 
duce dreapta EF care unește mijloacele 
lui AB şi DC. Printr-un punct G de pe 
AD se duce o paralelă la AB, care întil- Fig. 11. 84 
neste pe EF în H. Să se demonstreze că: 


l tă Virfurile I şi J ale paralelogramelor AHCI şi BHDJ coincid 
şi se află pe EF. 


2. Să se calculeze aria trapezului AHID cunoscînd AB — AD es 
= b, AG =C, 


R: 1°, Fie ABCD dreptunghiul dat (fig. 11.84), EF dre ij 

è . ` ' . . , d a ta £ a 
cele laturilor AB, DC şi GHK o paralelă la AB. Pentru a construi parsi aioa, 
cu y irfurilo in A, H, C ducem prin A o paralelă la 4C pînă intilneste pe EP în 1 
ds dreptunghice AETI și HKC sînt egale, avind AE=HK si XEAJ = 
= KHC avind laturile aralele ; rezultă că AT = IIC. Cum însă ralelă 
Cu HC rezultă că figura AHCI este un paralelogram. Punctul a arta aa paralelă 


l i i află deci pe EF. 
La fel demonstrăm că punctul J se află pe EF. Avind și AH = HB a din 
cele două paralelograme că JO — JD. | 


8x 
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Punctele 7 si J coincid fiindcă există un singur pun ESE i 
de D si C. i gur punct pe EF egal depărtat, 


2°, Observăm pe figură că aria (AHID) = 


"pipa 

Altfel. Se observă că 7 este simetricul lui M faţă de mijlocul diagonalei AC, 
| deci faţă de centrul dreptunghiului si prin urmare se află pe £/ gi coincide cu J care 
o este de asemenea simetricul lui /. 


85. Se dă dreptunghiul ABCD, în care 


ai” a(b—c) » 


24 
A 


$ se notează AB =a, AD = b. Pe latura 
iy. AB se ia segmentul AM = x. Paralela 
Pr dusă prin M la diagonala BD taie latura 
AE AD în N; paralela din N la diagonala 
d AC taie latura DC în P, iar paralela 


Y 

| 
ig 
v . 
R2 
As 


- 
, 


DA 


a | din P la diagonala BD taie latura BC 
pr Fig. 11.85 în Q. 
Să se calculeze în funcţie de a, b, £ 
aria paralelogramului MNPQ. Să se determine z astfel ca această arie 
să fie 1/8 din aria dreptunghiului ABCD. 

R: În triunghiul dreptunghic ABQ (fig. 11.85) avem: 


PA 

Q 

a 
Jo 


y iad (a — z). Rezultă QC = b=y= ba: 
a a 


Notám cu S, aria triunghiului ABQ şi cu Sa aria triunghiului QCP. Avem S, = 
e la — z) -— (a— zx) = da (a — aj? şi S= —ba?. Aria paralelogramului 
2 a 2a 2 


- - 


M NPQ este: 


2 2 
Sp = ab — E (a — q)? + == di (a — x). 
a a a 


Punem condiția ca Sp să fie 1/8 din aria dreptunghiului si avem: 


b b = 
2 ala — 2) = Co tao + V3). 
a 8 4 


86. Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA ale 
unui pătrat. Să se demonstreze că dreptele AN, BP, CO, DM limi- 
tează un pătrat a cărui arie este 1/5 din aria pătratului ABCD. 

R: So va observa (fig. 11,86) că triunghiurile ABN si BCP sìnt egale, deci 
a: = Bu, şi cum AB este perpendiculară pe BC rezultă că AN este perpendiculară 
pe BP etc. 


N 
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87. Se împart laturile AB, BC, CD, DA ale unui paralelogram. 
* ABCD, prin punctele M, N, P, Q, în acelaşi raport piq. 
Dreptele MD, BP intilnesc dreapta AN in X, Y gi dreapta CQ în 
U, Z. Să se găsească raportul dintre aria paralelogramului XYZU ȘI 
ABCD. 


Fig. 11.86 Fig. 11.87 5% 
R: Avem: . e dr. ii 
aria (A YZU) _ aria (YYZU) aria (MBPD)_ q UX 
aria (ABCD) aria (MBPD) aria (ABCD) p+4 Dm > 
DO DOD p MEA CRA 
A a A a apte g a 
UX QA 42 BY(sauDUj MB pa = 
deci: DU = UX, MX =—P— UŽ. ~. 
g | glp + 9) ŞI 
Dar | 
e ae za | — A _ - 2 E DR: 
DM = DU + MX + UX = E -+ Pp $ te | UX şi prin urmare | 
= gq  glptq) ia 
i 7% 2 A 
NEELU OS E Y A 
aria (ABCD) — p?+(p+q)? PO, 


88. Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc în exterior pútra- > 
tele BCDE, CAFG, ABHJ şi pe segmentele FJ, HE, DG se construiesc | 
în exteriorul figurii pătratele FJLM, HENO, DGPQ. Să se demon- $ , 
streze că: 

1°. Dreptele NQ, PM, LO sint paralele cu laturile triunghiului ABC ` 
și egale cu de patru ori mărimea acestora. 0% 

2. Ariile trapezelor EDQN, GPMP, JHOL sint egale cu de cinci 
ori aria triunghiului ABC, | 3 


` 
a meu 
(I 
Ki 
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R: Proiectám N şi Q în N’ şi Q’ pe DE, A în A’ pe BC, G în G’ pe CD, H în 
H’ pe BE. Este uşor de văzut că triunghiurile DOQQ’, DGG’ sint egale si la fel 
triunghiurile CGG’, CAA’; rezultă că QQ’ = GG” = AA” = ha, DY = DG = a + 
+ CA’. Prin analogie NN’ = HH? = AR’ = ha, NE = EH’ = a + BA’. Cum 
QQ’ = NN’ = ha, NQ este paralelă cu DE. __ pe PA 

Mai mult: ỌN = QD + DE 4- EN’ = 3a + CA" + BA = a, 


aria (QNED) = L (DE + QN) + 09” = = aha = 5(aria ABC). 


S9. Fie AB un diametru fix al unui cere de centru O şi M un punct 
arbitrar pe acest cerc. Tangenta în M la cerc taie tangentele în A şi 
B, respectiv în P si Q. 

19. Sá se arate că IZ POQ = 90” si 
R? = AP. BQ, R fiind raza cercului. 

2°. În ipoteza X. BOM = 60 să se deter- 
mine aria trapezului ABOP în funcție de 
raza cercului. 

3. Să se determine această arte şi în 
cazul general. 

R: 1% Urmărind figura 11.89 rezultă: 


QM = QB, PM = PA; (1) 
Și B N N N 
y= a a + B = 90%, 
2 2 2 
Fig. 11.89 AA 
OM? = MQ - MP, (2) 


e 


sau tinind seama de (1) şi că OM = R,(2) devine R? = AP * BQ. 
2°. Cind XBOM = 60°, X MOQ = XQORB = 30° si BQ=R tg 30 = 


= RN3, PO = OM /sin 30° = 2R, AP = ViR? — R? = R V3 şi aria trape- 


9 E ala 
zului este S = ps RY 3 + E = de LEA 
2 - V3 3 
| 3. Avem 
KA A = 2aria OPQ); (3) 
cum QB = R ig şi AP = R cotg = rezultă PO = —— şi (3) devine A = 
2 2 sin & 
| ne 
ne sin a 


tar 90. Se dă triunghiul ABC, în care AB =ec, BC = a, CA =b. 

i Pe latura BC se ia punctul D, astfel incit BD = m. Cercul circumscris 
triunghiului ABD mai intersectează latura AC în E. Prin E se duce 
paralela la BC, care taie pe AB în F. Se cere: 
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“cînd P, Q se deplasează respectiv pe AB, AC. 


in funcţie de AB = asi AQ = z. 


19, Sá se exprime lungimile segmentelor ED și EF în funcţie de 
a, b, cost m. | 

22. Sá se determine m astfel încît patrulaterul CEFD să fie parale- 
logram. 

3. Să se determine m astfel încît triunghiul EDF să fie isoscel 
avînd ca bază DF. În ce caz cele două condiţii pot fi îndeplinite simul- 
tan? | 


R: 1°, ED = (a— m), EF=% (bat + am); 2” m = za ; 
b pa”: FEET 
2 
3° m = afa — a Triunghiul A BC este isoscel, 
a? + be 


91. Pe laturile AB şi AC ale triunghiului isoscel ABC se iau două 
puncte variabile P şi Q, astfel ca BP = AQ. 

19. Să se arate că distanța de la mijlocul O al segmentului PQ la 
BC este constantă. A 

2°. Să se determine locul punctului O ` 


3°. Să se arate că aria trapezului format 
de punciele P, Q şi de proiecţiile acestora pe 
BC este constantă. | 

4”. Să se calculeze aria triunghiului APQ 


5”. Săse determine poziția segmentului PQ 
pentru care aria triunghiului APO este 
maximă. | 

R: 1*. Fie P, proiecția lui P pe înălțimea AD 
a triunghiului A BC (fig. 11.91). Triunghiurile 4P,P 


i QSC sînt egale, de unde rezultă că O 0—0 o 
şi Q Goa A 8 "EE Y E Aa, 
QS = AP,. 1 (1) Fig. 11.91 
În trapezul PQSR, avem 
Mer e 05: 2) 
A 2 
și avînd în vedere (1), din (2) scoatem 
Sul AD 
OM = „= Const, 


2 
2°, Din 4° rezultă că locul lui O este segmentul de dreaptă închis la ambele 
capete și care este conţinut in linia mijlocie a triunghiului ABC, paralelă cu BC 
3°. Avem r 


PROS — 
aria (PRSQ) = ER, 


RS = OM * RS, (3) 
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A 


idp i 

7 

PR mda” 
a? LEY 


q 


a 


7 
ADA 


pS 


A pr A a E O TA 
Tinínd seama că RS = BC — (SC + BR) = BC — (RD + BR) = => şi de 


| i =a ADA BC 
rezultatul de la 1%, membrul lal doilea din (3) se transformă în LA . => 
_ aria (ABC) 
2 


4°, Avem: Aria (4PO)_ A AP * AQ tn la — aja 
aria (ABC) AB * AC a? 
de unde rezultă că 


- (a — z)z. (4) 


a APO ăia ia LIGI 2 
| q 


E ERES a ds e : y 
5°, Aria de la (4) este maximă cînd z = E adică atunci cind P şi Q se aflá 


respectiv pe mijloacele laturilor AB, AC. 


92, Fie ABC un triunghi oarecare si C, un punct pe AB situat 
între A şi B. Pe BC se consideră un alt punct A, astfel încît să 


AR 
ayem (25 = a =k, 
CB AB 
Sá se determine aria patrulaterului AA,CC, în funcție de aria tri- 
unghiului ABC. 


R: Din rapoartele dale Hi = k, i k?, prin aplicarea proprietăților 
P CB A,B 
proporțiilor deducem: l 
DA OB e AB ppt ACE AR o BO papa 
CB 18 A,B A,B 
de unde se deduce: CA = 2 y AB = - : 
k+4 k2 + 1 


Notínd cu s, S, S, respectiv ariile triunghiurilor A,BC,, ABC si a patrula- 
terului 44,CC, şi folosind formula care dă aria triunghiului în funcţie de două 


„laturi şi unghiul cuprins între ele, putem scrie s = s C,B - A,B sin B = 
A SE «AB» BC sin Hit ga . 

2 (k + 41)(2 + 1) (k + 1)(h2 + 1) 
observă că sı = $ — s = Sae a OTS RA. 

(k+ 4)(42 + 1) kt—i1 

93. Se dá un triunghi oarecare ABC, avind BC = a, CA = b, 
AB = c. Printr-un punct P situat pe latura BC se duc paralele la 
AB şi AC; fie C' şi B' punctele în care aceste paralele intersectează 


Pe de altă parte se 


„pe AC gi respectiv pe AB. Se notează cu M mijlocul lui B’'C’ gi se cere: 
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1°, Sá se găsească locul geometric al punctului M, cind P descrie 
| PS BC. $ 4 4 d rá ? Y/ A 

9. Sá se calculeze perimetrul și arta paralelogramulur AB'PC” în 
funcţie de a, b, c şi de raportul” BP|PC =r. ` 

3°, Să se arate că raportul dintre arta paralelogramulut AB'PC' 
și aria triunghiului ABC depinde nu- A 
mai de r. 

R: 1°. Se va observa că M este punctul de 
intersecție al diagonalelor paralelogramului 
AB'PC' (fig. 11.93) şi deci se găseşte mereu 
pe mijlocul lui AP; în consecință, M descrie 
o dreaptă paralelă cu BC, care este tocmai linia 
mijlocie DE în triunghiul ABC. Aceasta se 
dovedeşte imediat considerind două poziţii apro- 
piate ale punctului P și anume P,, Pe. În triun- 
ghiul AP,P, punctul M se va găsi pe mijlocul 
lui AP, şi respectiv al lui AP, în M, și Me. 
Dreapta M,M, este paralelă gi egală cu jumă- 
tate din P,P,. Cînd P se găseşte in B, M se gá- 
seste în D, iar cînd P se găseşte in C, M se 
află în E. Punctele D! M,, Ma, E sint colincare 


Fig. 11.93 


R . 1 á a ES 
si deci DE este paralelă si egală cu = BC. Deci, locul lui M este segmentul DE. ' 
închis la ambele capele. HA 

2° Scriind că triunghiurile BB’P şi CC'P sint asemenea rezultă uşor B'P = vA 
A oa EAN | ? =: 
1r 14r < NA 


3°. Raportul între aria paralelogramului AB*PC* gi aceea a triunghiului ABC 


este ———. 
(1 + r)? i 


94. Să se arate că puterea centrului de greutate al unui triunghi, ` : 
în raport cu cercul circumscris triunghiului, are următoarea expresie: -~ 


4 \ .. . E . . . 
-$ (a + b2? + c2), a, b, c fiind laturile triunghiului. 5 


R: Fie triunghiul ABC gi G centrul său de greutate. Mediana 44” taie cer- | 

cul circumscris în 4”. Puterea punctului G, in raport cu cercul ABC are expresia.. 
9 a? y. 

âma 


Li 
. 


A ATA TÍA de h L Tga 1 
— GA. GA”. Se va ţine seamă că GA = qm iar GA” = y Ma -$ 


Y 
ha i 
LASAN 


95. Fie G si H centrul de greutate şi ortocentrul unui triunghi ABC. 
A 


Să se calculeze in funcţie de laturile a, b, C, ale triunghiului şi de raza 
R a cercului său circumscris, distanţele punctelor G şi H la centrul O. „a 
al cercului. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


e 


wr 


R: se va exprima în două moduri puterea punctului G în raport cu cercul si 
se fine seama de exerciţiul precedent. Rezultă: GO? — R? = — e (a? + b? cf), 
y 
rra? 2 1 2 1. p2 2 
GO? = R TrA L b? + e?). 


Avind în vedere că punctele G, O, H sint coliniare şi că HO = 3G0 se deduce: 
110? = 9R? — (a? 4- b? + e?). 

96. Se dă triunghiul ABC şi fie H ortocentrul său. Sá se calculeze 
în funcţie de elementele R, a, b, c puterea comună a punctului H în 
raport cu cercurile descrise pe laturile triunghiului ca diametre. 

R: Fie 4,, Bı, Cu picioarele înălțimilor, A’, B’, C’ mijloacele laturilor şi O 


centrul cercului circumscris. Puterea comună cerută are expresia: k = HA’? — 


2 Put a Po as aaa 
EL Be + HO) — a) — = AB + HO) — = 2(08% + 


FA 2 


: == 2 2 2 2 y 


yA o. 


97. Fie la, l, le lungimile determinate pe medianele unui triunghi 
de cercul circumscris triunghiului. Dacă se notează cu a, b, c lungimile 
laturilor triunghiului și cu ma, My, M lungimile medianelor triunghiului, 
să se demonstreze relația: 

Mala + Myly + Mele = 02 + b + e. 


R: Fie A’ mijlocul laturii BC, iar A” punctul unde mediana AA” taie cer- 


. i A . a? E -5 a” , 
cul circumscris. Din relația — = ma: A'A” se deduce A'A” = Apoi 
4 4 Ma 
a? ami + a? i 
la = Ma -+ = Åe 4 Deci: 
4 Ma 4m 
1 2 2 
Mala = — (b? EJ c°). 

9 


98. Fie G centrul de greutate al unui triunghi ABC. Cercurile ABG, 
ACG taie latura BC a doua oară în punctele A*, A”. Să se demonstreze 
că punctele A”, A” sînt simetrice în raport cu mijlocul M al laturii BC 
şi să se deducă de aici că punctele A, B, C au puteri egale în raport cu 
cercurile BGC, CGA, AGB. Să se calculeze valoarea puterii comune, în 


=. funcție de laturile triunghiului. 


~ R: Din relația: MB: MA = MỌ. MA”, rezultă că WA’ = MA” şi analog 
„pentru celelalte laturi, de unde rezultă imediat egalitatea celor trei puteri. 
Sá calculím, de exemplu, puterea lui B în raport cu cercul AGC. Aceasta 


are expresia: BC: BA” = a (70 F Mar), iar MA” se calculează din relaţia: 
1 — y — — a a o i hs a 
Ta MA” = MG: MA. Se găseşte pină la sfirgit ca valoare a puterii = (a? + 
+ hb? + c?), 
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99. Să se demonstreze că suma puterilor centrului cercului cireumseris 
unui triunghi în raport cu cercurile descrise pe laturile triunghiului ca 
diametre, este egală cu puterea ortocentrului triunghiului în raport cu 
unul din aceste cercuri, mal puțin pătratul razei cercului circumscris 
triunghiului. 

R: Fie triunghiul ABC, O centrul cercului circumscris, H ortocentrul, A’, 
B’, © mijloacele laturilor si 41, By, Ca picioarele ináltimilor triunghiului. Trebuie 


ia Pa ——, 1 
demonstrată relaţia: OA? + OB”? + OC (a? + b + 62) = k — R?, unde 


k = HA- HA, = HB: HB, = HC. HC,. Pentru stabilirea relației se va ține 

seama de: 

DA + OB’? + 00% = 30G? + = (a? + b? + c?), G fiind centrul de greutate 
1 


al triunghiului ABC (vezi problema 94 si 98). 

100. Se consideră triunghiul isoscel ABC (fig. 11.100) (AB.= AC) 
înscris în cercul O. Prin virful A se duce 
o dreaptă variabilă care intersectează 
latura BC în punctul M si cercul O 
în M'. | 

12. Să se demonstreze că cercurile 
BMM', CMM' sînt tangente laluri- 
lor AB, AC. | 

2. Există un cere trecînd prin punc- 
tele M, M' şi care este tangent la- 
turii BC si cercului O. Acest cerc este 
ortogonal cercului cu centrul in A şi 
raza AB. 

R: Fie D piciorul înălțimii dusă din A 
si D’ intersecţia acestei înălțimi cu cercul O. 
Proprietăţile precedente sînt consecințe ale 
relaţiilor: á 


> 


AI - AM = AD-AD'= AB?. 


101. Se consideră un triunghi. ABC Fig. 11.100 
si se construiește cercul tangent în A laturii AC şi tang nt laturii BC; 
se mai construiește cercul tangent în B laturii BC şi tangent laturii AC. 
fie D, E intersecțiile celor două cercuri cu latura AB. Să se arale 
că AD = BE. | 


R: Fie F punctul de tangenţă al primului cerc cu latura BC; din relaţia - 


=a A i i — BEF? RR BF 2—BF? y 
BD-BA = Br?, se deduce: BD =~.» Deci AD=c— - EEN Dani Îi 
c Y 


(2 — (a — b)? 


—_ am 


CF = CA = b, deci BF = a — b şi AD = ete. 
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102. Se dau două cercuri fixe O,, O, şi se consideră un cerc mobil O 
ortogonal ambelor cercuri. Să se arate că axele sale radicale cu fiecare 
din cercurile date trec prin cîte un punct fiz. 

R: Fie A şi B intersecțiile cercului mobil cu cercul 0,, M intersecţia lui 0,0 
cu axa radicală a cercurilor 0,, O gi F intersecţia lui AB cu linia centrelor 0,0». 

Avem relaţiile 0,4 -0,0 =0,F -OI = 04?, 1 fiind intersecţia lui 0,0, 

A 


Fig. 11.103 


E sau AI? = 2R-AJ. 


cu axa radicală (amintim că punctul O se găseşte pe 
axa radicală a cercurilor O}, O,). Rezultă: 0,F = 
0,4? 
O * 
103. Fie R, r razele cercurilor: circum- 
Scris şi înscris unui triunghi isoscel, iar h 
înălțimea corespunzătoare bazei. Să se stabi- 
lească relația: (h — r)? = 2R(h — 2r). 

R: Din figura 11.103 rezultă: 4 — 2r = AJ, 
h — r = AI. Relaţia de stabilit este 4/2 = 2R. 
AJ. Din asemănările triunghiurilor AZE ¡si ACD, 
apoi AIE cu AGC rezultă: AE/h = AIJAC; 
AE|AC = AIR, relaţii care inmultite dau 
h- AC 2R. AC 


deci punctul `F este fix. 


¿Sau 2R-AE? = h. AIF. Însă pu- 


terea punctului A faţă de cercul înscris dă AZ? = AJ.h, deci R-AJ-h = h- JP 


104. Un punct M descrie segmentul AB. Pe segmentele AM, BM 
„luate ca baze, se construiesc triunghiurile echilaterale AMC, BMC'. 


„Să se găsească locul geometric al mijlocului segmentului CC”. 
| i 


0 
M D 
A = - 8 
A 
F4 N / 
N y 
N j 
\ j 
N $ 
A / 
dd 
A / 
pue 
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R: Se vor deosebi două cazuri: 1 cele două triunghiuri echilaterale se află 
de acecasi parte a segmentului AB; 2) cele două triunghiuri se aflá de o parte şi 
de alta a segmentului AB. k i 

În primul caz se va observa că dreptele fixe AC, BC’ se taie în punctul D 
fix, şi că mijlocul lui CC” este şi mijlocul lui DM (fig. II. 104, a). Locul geometric, 


“ este segmentul care uneşte mijloacele DA si DB, deschis la ambele capete (deoarece 


de exemplu cînd M > A triunghiul MCA devine — la limită — un punct). 

În al doilea caz se va observa că dreapta care uneşte mijlocul lui CC” cu mij- 
locul lui AB este fixă (fig. II. 104, b). | 

105. Se consideră un triunghi oarecare ABC. Prin virfurile B, C 
se duc două drepte paralele mobile care taie dreptele AC, AB respectiv 
în B’, C'. Fie B”, C” mijloacele segmentelor CB", BC". 

12. Se cere locul geometric al punctului M intersecţia dreptelor BB”, 
UT, 

2. Cum trebuie duse cele două drepte paralele prin B, C, pentru ca 
punctul M să fie situat pe cercul circumscris triunghiului ABC? 

R: Se va observa că dreapta B”C” trece prin mijlocul laturii BC şi deci 


dreapta AM este paralelă cu latura BC (fig. 11.105). A 
Pentru partea ultimá, se va dovedi cá cele douá paralele trebuie sá fie per- 


pendiculare pe BC. 

106. Se dau în plan două cercuri O, si Oa. Un al treilea cere O, taie 
pe O, în A și B; iar pe O, în C si D. Dreptele AB şi CD se taie în E, 
dreptele 0,0, şi AB in F şi dreptele 0,03 şi CD in G. 
MN 


— A 
— e 
” 
- 


Fig. 11.105 


19. Sá se arate că patrulaterul EFO¿G e inscriptibil. 


2. Să se găsească locul lui E cînd cercul O, variază trecînd prin punc- 


tele A si C, care rámin fixe. 

39. În aceleași condiţii ca la 22, să se găsească locul geometric al punc- 
telor F si G. 

4, Să se arate că dreapta AB trece printr-un punct fix cînd cercul 
O, variază trecînd prin C si D, care rămîn fixe. Care este locul lui F în 
acest caz? 
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R: 1°. AB | 0,0, (AB fiind coarda comună este perpendiculará pe linia 
centrelor cercurilor O,, 0). La fel CD | 0303- | y de, E 

Patrulaterul EFO,G (fig. 11.106) avind două unghiuri opuse drepte este in- 
seriptibil. À = 

Foei Prin construcție punctul Æ este centrul radical al cercurilor O,, Oa, Os, 
deci se găseşte pe axa radicală AA” a cercurilor 0,, Oa, axă radicală care este fixă 
şi perpendiculară pe 0,03. 


Fig. 11.106 


Se vede că condiţia ca A şi C să fie fixe nu prezintă nici o particularitate, 
da! AA” fiind independentă de poziţia celor două puncte pe O, $1 02. 
„8. A şi C fiind fixe, F şi G vor descrie respectiv cercurile de diametre 0,4 
şi OC, căci unghiurile O,FA şi 0,GC sînt drepte. . 

4°. Dacă C, D sînt fixe, cum AA? e fixă, centrul radical al cercurilor O,, Oz, 
O, este punctul fix E, intersecția lui CD cu AA”, Coarda AB fiind axa radicală 
a cercurilor O,, Oz, trece deci prin punctul fix E; în acest caz F descrie cercul de 
diametru QE. 


107. Să se afle locul geometric al centrelor dreptunghiurilor circumscrise 


„unui patrulater dat. Ce se întimplă dacă patrulaterul este un paralelo- 
uh gram? | 

i Să se generalizeze problema considerind în locul unui dreptunghi, 

„un paralelogram ale cărui unghiuri sînt constante. 


„Ri: Fie M,M,M,M, un dreptunghi variabil circumscris patrulaterului ABCD 
(fig. 11.107); un astfel de dreptunghi se poate construi ducind prin două virfuri 
ale patrulaterului două drept: variabile paralele, iar prin celelalte două virfuri. 
se duc perpendiculare pe uceste drepte. Să presupunem, de exemplu, că am dus 
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prin virfurile opuse A si C, respectiv D si B, cele două perechi de drepte paralele. 
Dacă o este centrul dreptunghiului M,M,M,¿M, astfel format, este evident cá 
paralelele duse prin o la laturile dreptunghiului trec prin mijloacele E şi F ale 
diagonalelor AC, BD. Cum unghiul Lo?” este drept, rezultá cá locul geometric 
al punctului & este cercul cu diametrul EF. Dacă patrulaterul ABCD este para- 
lelogram, atunci punctele E şi F coincid cu w, deci paralelogramul şi dreptunghiul 
au acelaşi centru, încit problema de loc geometric nu mai are sens. 

Dacă în locul virfurilor opuse A si C luăm alte două virfuri, de exemplu A 
şi B, făcìnd construcţia de mai sus obţinem un alt dreptunghi circumscris patrula- 


Fig. 11.107 Fig. 11.108 


/ 


terului; se vede imediat, ca si ín cazul precedent, cá locul geometric al centrului 
unui astfel de dreptunghi este cercul care are ca diametru segmentul ce uneşte 
mijlocul laturii AB, cu mijlocul laturii opuse CD. 

Pentru a cuprinde toate cazurile intr-o singură exprimare, am putea enunfa 
problema astfel: , 

Să se afle locul geometric al centrelor dreptunghiurilor ale căror laturi trec 
prin patru puncte date. | ES 

Sub această formă problema are sens chiar dacă trei din cele patru puncte 
sau toate cele patru puncte sînt așezate în linie dreaptă. 

Cum cele patru puncte le putem grupa în trei moduri pentru a obține drept- 


unghiurile despre care e vorba în problemă, urmează că locul geometric se compune * 


în total din trei cercuri (se poate arăta că ele sînt concentrice). 
Dacă în locul dreptunghiurilor se iau paralelograme cu unghiurile constante, 
locurile geometrice sint segmente de cerc capabile de acele unghiuri. 


108. Sá se afle locul geometric al centrelor paralelogramelor care au 
unghiuri constante şi sînt înscrise într-un triunghi dat. 

R: Fie «£y3 unul din aceste paralelograme (4, f se află pe BC, y pe AC, 3 pe 
AB). 

Dreptele By şi «ò au direcţii fixe; fie AD paralela dusă din A la această direcţie; 
E mijlocul lui AD, iar C’ gi B’ mijloacele laturilor By si xè (fig. 11.108). Punctele 
B’ și C’ descriu dreptele BE şi CE. Centrul M al paralelogramului este mijlocul 
lui BC”, Fie A’ mijlocul lui BC. Se va observa că punctele £, M, A“ sînt coliniare. 

109. Se dă unghiul xOy; cu centrul în O se descrie arcul de cerc AB 
cu A pe Ox şi B pe Oy. Fie M un punct pe arcul AB şi P, Q proiecţiile 


lui pe Ox şi Oy. 
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1°, Să se găsească locul geometric al orlocentrului triunghiului OPQ 


cînd M se deplasează pe arcul AB. 
2. Să se determine poziția orlocentrului triunghiului OPQ corespun- 


zător unui punct dat M, fără a construi dreapta PQ. 
3. Să se găsească locul geometric al ortocentrulut triunghiului OPQ, 


cînd M se află oriunde pe sectorul circular OAB inclusiv conturul său. 

R: 1°. Patrulaterul OPMO este 
inscriptibil şi cercul circumscris 
acestuia variază ca poziţie trecînd 
însă mereu prin virful O al un- 
ghiului dat şi avînd diametrul OM 
constant. Deoarece unghiul opus la- 
turii PQ este constant, iar cercurile 
de diametru OM sînt egale, rezultă 
că în oricare din aceste cercuri, PQ 
se află la aceeaşi distanţă de cen- 


trul e al cercului; avem deci oN = 
const (fig. 11.109). 

' Dacă însă H este ortocentrul 
triunghiului OPQ se știe că OH = 
=20N = const si deci H descrie 
un arc de cerc cu centrul in O. Pen- 
Fig. 11.109 tru a preciza oziţiile extreme se 

va observa că dacă M ajunge în A, 

py | H ajunge în A” — proiecția lui A 

pe OB, iar dacă M vine în B, H ajunge în B’ — proiecția lui B po OA. Locul este 
tot arcul de cerc de la A’ la B’. 

„20. Se știe că într-un triunghi, înălţimea şi diametrul care pleacă din același 
vîrf sînt drepte izogonale. Prin urmare, dacă se dă M pe arcul AB, se duce OH 
astfel ca X HOA’ = X MOB’; punctul unde OH taie arcul de cerc A'B” este orto- 
centrul triunghiului OPQ corespunzător lui M. 

3”. Se va observa că există o corespondenţă biunivocă între mulțimea punctelor 
Bene i ie OA şi mulţimea punctelor segmentului OA”, proiecţiile punctelor 
pe . 

Aşadar, fiecărui arc de cerc, astfel ca OM’ < OM îi corespunde un arc interior 
sectorului OA’B’, astfel ca OH’ < OH. Prin urmare cînd M umple întreg sectorul 
OAB, H umple întreg sectorul OA’ B’, care constituie astfel locul geometric căutat. 

Discuţie. I. Dacă 20y este un unghi ascuţit, situația este cea arătată 


o. mal sus. 


II. Dacă sOy = 90°, sectorul O4*B” se reduce la virful O. 
ILI. DacăzOy > 90°, atunci cînd M este pe sectorul OAB, H se găseşte în 
unghiul opus la vîrful lui 20y, deci cînd M coincide cu punctele sectorului OAB 


din unghiul dat, H umple sectorul O4'B” din unghiul opus la virf cu sOy, unde 


A”, B’ sînt proiecţiile lui A, respectiv B pe dreptele Oy, Oz. 

110. Un punct P descrie latura BC a unui triunghi ABC. Paralelele 
duse din P la AB, AC, taie pe AC şi AB în D şi E. Cercurile PBE, 
PCD se taie a doua oară în Q. Se cere: 

1%. Sá se găsească locul geometric al punctului Q. 


N 
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9. Să se arate că dreapta PQ trece printr-un punct fix. 

Generalizare. 

R: Se va arăta că unghiul BQC este dublul unghiului A şi că PO este bisec- 
toarca unghiului BQC. 

Pentru generalizare se va presupune că dreptele PD, PE sìnt paralele cu două 
directii fixe. ' Ş 

“111. Se dá un triunghi oarecare ABC înscris în cercul O si fie M un 

punct mobil pe cerc. Dreptele BM, CM taie laturile AC, AB respectiv 
în D, E. Cercurile ABD, ACE se mai taie într-un al doilea punct N. 
Se cere locul geometric al punctului N. 

R: Se va arăta că unghiul BNC esfe constant; locul geometric este cercul BOC. 


112. Se consideră trei puncte fixe A, B, C. Se duce prin A, B un 
cere mobil, iar prin A, C se duce cercul care taie primul cerc sub un unghi 
dat. Fie M cel de al doilea punct de intersecție al celor două cercuri. Să 
se arate că unghiul BMC este constant şi să se deducă locul geometric al 
punctului M. 

R: Utilizind egalităţi de unghiuri se arată că suma unghiurilor AMB, AMC 
este constantă. 

113. Un diametru mobil al unui cerc taie în M si N două tangente 
fize ale cercului, Cele două tangente care se mai pot duce din punctele 
M, N la cerc se tate în P. Se cere locul geometric al punctului P. 


R: Punctul P este simetricul punctului A, intersecţia tangentelor fixe, în 


raport cu diametrul. Deci OP = OA = const, O fiind centrul cercului. 


114. Se consideră un cerc O și un punct fix A. O secantă variabilă 
dusă prin punctul A intersectează cercul în punctele M, N. Tangentele 
la cerc în M şi ÎN se intersectează în punctul P. Să se afle locul geometrie 
al ortocentrului triunghiului MNP. 

R: Înălţimile duse din virfurile M si N în triunghiul MNP sînt paralele 


cu razele ON şi OM, deci ortocentrul H al triunghiului MNP este simetricul cen- 
trului O în raport cu dreapta MW (patrulaterul OMAN fiind un romb). l 


Rezultă că triunghiul OAH este isoscel, AH = AO = const. Locul lui H 
este un arc deschis, din cercul cu centrul în 4, cuprins între simetricele lui O față 
de cele două tangente duse din A la cercul dat (fig. 11.114). 

Se vor deosebi însă trei cazuri, după pozițiile particulare ale lui A; cînd 
A este în afara cercului, pe cerc, sau în interiorul acestuia. 


115. Se consideră un cere O şi un punct exterior M din care se due 
tangentele MT,, MT, la cerc. Sá se găsească locul geometric al punctului 
M, astfel ca simetricul lui M, [aţă de coarda T,T, să fie punctul O. 

Generalizare. 

R: Rezultă imediat că patrulaterul 117,07, trebuie să fie un pătrat. 

Pentru generalizare se va presupune că 7,7% împarte pe OM într-un raport 
dat; se deduce că OM = const, 
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116. Se consideră un cerc și un punct fix P în planul său. Prin P se due 
douŭ coarde mobile AB, CD care fac însă un unghi constant. Să se arate 
că dreapta care unește mijloacele coardelor AB, CD, infágoará un cerc. 


R: Segmentul care unește mijloacele celor două coarde este o coardă de lun- 
gime constantă în cercul de diametrul OP, O fiind centrul cegcului dat (fig. 11.116). 


Fig. 11.114 S pi Fig. 11.116 


117. Prin punctul A de intersecție a două cercuri secante O, O” se duce 

o secantă variabilă care întilneşte cele două cercuri in B şi B'. 
Să se găsească locul de intersecție M al diametrelor BO şi BO”. 
IN ~ A ONE A FN 

R: Se observă că OMO” = OAO” = const, căci OBA = BAO, O'B'A = 
= AR. Punctul M descrie deci un cerc ce trece prin O, O’ şi C, unde C este cel 
de al doilea punct de intersecție al celor două cercuri, 

118. Se dau trei puncte A, B, C. Douŭ. cercuri variabile din care 
unul trece prin A și B, iar cel de al doilea prin A și C, se taiesub unghiul o. 

Sá se găsească: 

1°. Locul geometric al celui de al doilea punct de intersecţie al celor 
două cercuri. 
r IE m geometric al punctului de întîlnire al tangentelor duse prin 

şi C. 


R: 1”. Fie f si y centrele celor două cercuri; M cel de al doilea punct de inter- 
secție al celor două cercuri. Prin ipoteză, XAMy = ọ = const. Dar X Mây = 
= X MBA, X Myg = X ACM, de unde concludem că în patrulaterul ABMC 


un unghi A şi suma altor două sînt constante. Locul lui M este deci un arc de cerc 


de pe care punctele B gi C se văd sub un unghi A + A — q. 
2. pe = MAB, MCT = MAC, de unde MBT + MCT = BAC și deci 
unghiul BTC este constant. Locul lui T este de asemenea un cerc care trece prin 


B şi C (T este punctul de intersecție al tangentelor duse în B si C). 
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119. Se consideră două cercuri tangente în O si un diametru comun 
AB care trece prin O. 

O secantă mobilă care trece de asemenea prin O intilneste cercul OA 
in A' şi cercul OB in B”. 

Să se arate că locul geometric al punctului de intilnire al dreptelor 
AB' şi BA' este un cerc. 

R: Fie M punctul de intersecție al dreptelor AB’, BA”; D gi D’ punctele de in- 
tersectie ale lui OM cu AA’ şi BB”; C, C’, centrele cercurilor OA şi OB. 

Punctul M este conjugatul armonic al lui O în raport cu segmentul DD. 
Ducem din M paralele la DC si DA pînă la întîlnirea diametrului AOB în S si 
a secantei A'0B” in N. Dar OM trece prin mijlocul lui AA” și BB”; prin urmare 
unghiurile CDA, C'D'B deci şi SMN sînt drepte. Rezultă că locul lui M este un 
cerc descris pe SN ca diametru. | 

Notă. Problema se poate generaliza considerind două cercuri oarecare, 
în care se duc secante prin unul din centrele lor -de similitudine. Locul complet  / 
se compune din patru cercuri, demonstraţia fácindu-se ca mai înainte. 

120. Tangenta într-un punct M al unui cerc O intilneste diametrul 
fix AA” în punctul T. Se cere: , 

1°. Sá se găsească locul geometric al centrului cercului înscris în triun- . 
ghiul OMT. l A: l 

2°. Locul geometric al centrelor cercurilor exinserise triunghiului OMT. 

R: 1°. Fie BB’ un diametru în cercul O perpendicular pe AA”. Presupunem că | 
M se află pe arcul AB. Notăm cu Z centrul cercului înscris în triunghiul OMT x 


e 
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Fig. 11.120 


(fig. II. 120, a) şi unind 7cu A observăm că triunghiurile MOI gi AO] sînt egale. - 
Prin urmare OMI = OAI şi cum OMI = 45°, rezultă că dreapta AZ este înclinată N 
cu 45° pe OA. S 

S-ă observat că OI este bisectoarea unghiului AOM, deci cînd M descrie arcul — ` 
AB, I descrie segmentul de dreaptă AB, de la A pină la prima bisectoare adică 


. Y oy 2 Y 

e. 4 > 
E 

af de 


= AB. După aceea, tangenta trece de partea arcului BA’ şi aşa mai departe. În 


rezumat, locul lui Z este format din patru segmente de dreaptă (fig. 11.120, b). 
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22, Fie Ig centrul cercului exinseris triunghiului MOT, corespunzător lui 
MT. Se uneşte A cu Je si se observă că triunghiurile MOZI, şi AOL, sint egale. 
Cum JAJg este un unghi drept, latura 47, este înclinată cu 45° pe AT. Locul lui 
I, este deci dreapta AB”. 

Notă. Asemănător se poale arăta că locul centrelor Jų şi 74 ale celorlalte 
două cercuri exinscrise sint dreptele 4*B” şi respectiv A'B. 

Deci locul complet al cercurilor înscrise şi ex- 
înscrise triunghiului OMT se compune din cele patru 
laturi ale pătratului ABA'B”, 

De asemenea se poate arăta că dacă 7” este punctul 
de întilnire al lui MT cu BB”, locul celor patru cercuri 
se compune din laturile aceluiaşi pătrat ABA'B”*. 


121. Se consideră trapezele înscrise într-un 


cere dat şi avind drept una din diagonale o 
coardă fixă a cercului. Sá se arate că: 


neparalele este un cerc. | l 

2°. A doua diagonală rămîne tot timpul tan- 
gentă la un cerc fix (înfăşoară un cere). 

R: Fie ABCD trapezul considerat cu diagonala BD 
fixă şi M intersecția laturilor neparalele. Se va arăta 
că unghiul M este constant (fig. 11.121). 

Diagonala AC, mobilá, fiind de lungime constantá, 
infásoará un cerc concentric. 


M “192. Se dau două cercuri secante în punc- 
Fig. 11.121 tele AEB: O secantă variabilă dusă prin punc- 


i 


tul A taie cele două cercuri în punctele M şi N. 
Să se arate că locul geometric al punctului P mijlocul segmentului MN, 
este un cerc ce trece prin A şi B. 

Dacă în locul punctului A luăm punctul B, locul geometric al noului 


punct este același cerc. Să se gene- 
ralizeze. 


R: Perpendiculara în B pe coarda 
comună AB taie cele două cercuri în D 
și E. Este vizibil că patrulaterul DENM 
este un trapez dreptunghic deoarece un- 
ghiurile sale din M şi N sînt drepte, fiind 
inscrise în cite un semicerc. Rezultă că 
perpendiculara în P pe mijlocul lui MV 
trece prin mijlocul C al lui DE. Cum 
punctul C este fix, rezultă că din P, seg- 
mentul fix AC se vede sub un unghi drept, 

a: 99 deci locul geometric al punctului P este 

Fig. 11,122 f 
cercul de diametru AC, cerc care trece 
evident şi prin punctul B (fig. 11.122). 

Ducem perpendicularele OM” gi O'N’ pe secanta MN si fie Z mijlocul lui M'N’; 
egalitatea PM = PN se mai poate scrie: 


IM — IP 4+ IA + IM = IP + IN + IN — ĪA. 
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Cum IM’ = IN”, rezultă JA = IP, adică Z este şi mijlocul segmentului AP. 
Mediatoarea segmentelor MN” şi AP fiind comună, urmează că « centrul cercului 
— loc geometric — este mijlocul distanţei centrelor 00”. De aici rezultă că schim- 
bind pe A cu B, locul geometric rămîne același. i 

Se poate arăta că și reciproc, orice punct P al locului geometric este mijlocul 
unei secante trecînd prin A sau B. 

O generalizare a problemei se poate face căutind locul geometric al punctului 
care împarte secanta MN într-un raport dat k. Se arată că în locul punctului C 


ÎN 


Fig. 11.123 Fig. 11.124 


intervine punctul C” care împarte segmentul DE în raportul k şi atunci locul geo- 
metric este cercul de diametru AC“, care trece evident prin B, iar centrul său imparte 
linia centrelor 00” în raportul k. 

123. Se consideră un paralelogram ABCD şi pe laturile AB, AD 
"se iau două puncte B', D'. Se duc paralelele B'C', D'C' la laturile BC, 
DC. O dreaptă oarecare dusă prin A taie laturile BC, B'C' în E, F; 
o altă dreaptă dusă prin A taie laturile DC, D'C’ în E', F’. Să se găsească 
locul geometric al punctului C’ astfel ca dreptele EE”, FF' să fie paralele. 

R: Avem relaţiile: AF / AE = AB'/AB; AF"/ AE = AD | AD (tig. 11.123). 
Condiţia de paralelism cere ca AB” /AB = AD /AD. Această relaţie are loc 
atunci: cînd B'D' este -paralelă cu diagonala BD, deci cînd C’ se află pe 
diagonala AC. 


124. Pe diagonala BD a pătratului ABCD se consideră punctul M 
variabil. Perpendiculara în M pe AM, taie latura CD in punctul E. 
Să se arate că: 

1°., AM = ME. | 

2”, Cercurile care trec prin D, A, M, respectiv B, A, M au raze egale. 

3”. Cercurile de la punctul precedent sînt ortogonale. 

4°, Perpendiculara din B pe tangenta in A la cercul care trece prin 


A, M, E, taie dreapta AM în N. Sá se determine locul punctului N y 


cînd M variază. 
R: 1°, Se va fine seama că patrulaterul AM DE (fig. 11.124) este inscriptibil. 
Rezultă ușor că triunghiul MZA este isoscel, 2%, Din exprimarea ariilor triunghiu- 
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rilor ADM şi AMB în funcţie de laturi gi razele cercurilor circumscrise 
abc AD: AM 
S = — |] rezultă R, = R, = ——_— 
(i TR) 7, 1 2 ] SAP 
Pentru aceasta se va observa că triunghiul MO'O este isoscel, că patrulaterul 
A'MD'O' este inscriptibil şi că A'D'|LAD. 
125. Pe bisectoareá unghiului A al unui triunghi ABC, se ia un 


i 7 A a 
+ 3”. Trebuie arătat că0'MO = 90”. 


punct D astfel ca AD să fie medie proporţională între AB şi AC: Să se 


arate că dacă A se deplasează pe un cerc care trece prin B şi C, punctul 
D descrie şi el un cerc care trece prin B și C. 
R: Prelungim DA începînd din A pă AD” = AD. Cele două puncte D, D’ 


[N 
descriu acelaşi loc. Cum însă BAD = Da? = A şi AB/AD = ADJ/AC, rezultă 


că cele două triunghiuri ABD şi ABC sînt asemenea. Avem deci D'AB = ABD + 


{N N {N 
+ ÁDB = ÁDB + 4DO = B, de unde 5 = 180° — A/2. 
Prin urmare punctul D descrie un cerc ce trece prin B şi C; el trece de asemenea 


= 2 FA : A . GOA A A A, 
-- giprin D’, căci în acelaşi mod ca mai sus, se găseşte BD'C = A/2, deci D + D’ = 
-~ = 180”. După cum A se mișcă pe unul sau altul din arcele BC, locul se compune 
` evident din două cercuri avind centrul respectiv pe mijlocul unuia din arcele BC. 


126. Se dau în același plan trei drepte concurente fixe Ox, Oy, Oz. 
Pe Oz se ia un punct mobil M. Cercurile ce trec prin M si sînt tangente 


“în O dreptelor Oy, Ox, taie pe Oz, 0, y respectiv in A şi B. Tangentele 
- En A și B la cele două cercuri se taie în P. Se cere locul geometric al 


punctului P. 
R: Se va arăta că laturile triunghiului APB se mișcă paralel cu ele însele. 


„ Locul geometric este o dreaptă trecînd prin P. 


127. Într-un cerc de centru O se ia un diametru AB. Un unghi cu 
virful în A, de mărime constantă (mai mică de 90°), se roteşte în jurul 
lui A. Laturile sale taie cercul in M şi N, tar dreptele AN şi MB se taie 


in P. Sá se arate că: 


1°. Presupunind că M şi N sînt de o parte si de alta a diametrului 


PE AB, unghiul APB este constant. 


2°. Dacă M și N sînt de aceeași parte a diametrului AB, unghiul APB 


` este de asemenea constant. 


2 v Y . v A {v . | . v . . 
3”. Ce legătură există între cele două valori constante găsite mai sus? 


AOAN 
R: 1°. Notînd cu y = APB, din fig. 11.127, a avînd în vedere că patrulaterul 


~ AMBN este inscriptibil, rezultá cá Y e 90° — Q. 
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2, ÁMB = ÁMP = 90° şi y = 90° — € (fig. 11.127, b). 3°. Locul lui P este 
un arc de cerc ce subîntinde coarda AB. 


128. Se dau trei puncte fixe A, B, C; să se arate că locurile geometrice 
ale punctelor Mı, Ma, M astfel ca: 


2M, A = M, B? + M,C, 
2M,B? = M,C? + M,A?, 


2M,C? = M,A? + MyB?, 


Fig. 11.127 “ B 

sint trei drepte concurente (sau paralele). E | E 
R: Aplicind teorema medianei triunghiului M,BC, avem R 
-JGB + MC: = IM? + SEO», X 

M’ fiind mijlocul lui BC; înlocuind în relația dată avem: Ae 
LA = 20090 24 + BO, MA? — MI = A BE: = const, XS 


Punctele M, şi A fiind fixe, rezultă că locul geometric al punctului M, este SI 

o dreaptă perpendiculară pe dreapta AM,. În acelaşi fel se arată că locurile geome- - y 

trice ale punctelor M, gi M, sînt nişte drepte perpendiculare pe dreptele 

BM, CM, unde M,, My sînt mijloacele segmentelor CA, AB. 3 

Dacă punctele date sînt aşezate pe o aceeaşi dreaptă, atunci cele trei drents de 

— locuri geometrice — sînt perpendiculare pe această dreaptă, deci sînt paralele. 

„Dacă însă puncto A, B, C formează un triunghi, centrul « al cercului circum- 
scris triunghiului satisface fiecare din cele trei relații date, deci cele trei drepti 


— locuri geometrice — sînt concurente în punctul œ (aceste drepte sînt perpendi-. 
cularele duse din o pe medianele triunghiului ABC). 7 tul kre 


t% 
P A 
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199. Se consideră un cerc fix cu centrul în O şi un punct [iz A în 


planul său. 


Se duce un cerc variabil prin A şi se cere să se arate că locul geometric 
al intersecţiei tangentei în A la cercul mobil cu azul radical al celor două 
cercuri, este o dreaptă perpendiculară pe dreapta OA. 


R: Avem relaţia MA? = MO? — R?, R fiind raza cercului dat, sau MO? — 


— MA? = R? = const. 


130. Într-un cerc O se înscrie un triunghi ABC, avind virful A fix, 
iar laturile sale verifică relația Ab? + AC? = kè, unde k este o con- 


stantà dată. 


Se cere să se găsească locul geometric al mijlocului lui BC. 
R: Din mijlocul M al lui BC ducem MP | 04; avem: AB? + AC? = 


— 


= 23M? + 2MB? = 24M? + 2(0B2 — OM?) şi deci diferența AM? — OM? este 


constantă. Dar în triunghiul AOM avem ADM? = OM? + 04? + 240 -OP de 
unde concludem că OP are o valoare constantă. | 
Locul geometric al mijlocului M al lui BC este deci o dreaptă perpendi- 


culará pe OA. 


Notă. Rezolvind problema analitic, se găseşte că locul lui M este dreapta 


o 


z= R— = , unde R este raza cercului O. 


l 


131. Se dá un cerc O si un punct P în planul său. Fie M un punct 


Fig. 11.131 


mobil pe cercul O. Se consideră cercul care 
trece prin P şi este tangent cercului O in 
punctul M. Tangentele in M și P la cercul 
variabil se taie în punctul N. 

1°, Săse arate că locul geometric al punc- 
tului N este o dreaptă D perpendiculară pe 
dreapta OP. | 

22. Fie P' un al doilea punct fix în planul 
cercului O, iar D’ dreapta corespunzătoare aces- 
tui punct, analogă cu dreapta D de la punc- 
tul 1°. Să se arate că dreptele D si D’ se in- 
tersecteazá pe mediatoarea segmentului PP”. 


R: 1°. În triunghiul dreptunghic OMA avem 


NO = NM? + UM?, insă NM = NP şi deci NO? 
— NP? = OM? = const (fig. 11.131). 


2°, Fie P, intersecţia acestei drepte cu UP, P, intersecţia dreptei OP” cu cea 
de a doua dreaptă — loc geometric, — iar Z mijlocul lui P'P. Relația P,0* — 


— 


paun P,P? == PU? po PP” se mai scrie P,03 — P,P? + TP? _ Tp EN P,P’? 5 
— P,O? = 0, ceea ce probează concurența dreptelor D, D’ şi mediatoarea segmen- 


tului PP”. 
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132. Pe un cerc dat se iau patru puncle fixe A, B, C, D. Prin punctele 
A si B ducem un cerc variabil, iar prin punctele C şi D ducem cercurile 
care sînt tangenie primului cerc. 

Fie T,, Ta punctele de contact. Să se afle locul geometric al punctelor 
Ls Te. Ă 

R: Fie E intersecţia tangentei co- 
mune la cele două cercuri (fig. 11.132), 
cu latura CD. Punctul E este centrul 
radical al cercului dat cu cele două 
cercuri tangente. Deci punctul E este 
intersecţia dreptelor AB şi CD._ 

Deoarece ET? = EA -EB = 


= const, rezultă că ET, = const. 

33. Se dă un cerc fix cu cen- 
trul “im 0. Printr-un punct fix A 
de pe acest cerc ducem o coardă 
care întilnește cercul în B şi pre- 
lungim coarda AB pină în C, 
asifel ca să avem AB = BC. Se 
unește punctul Aa, simetricul lui 
A în raport cu O, cu C. Per- 
pendiculara pe mijlocul lui OC 
intilneste pe A.C în M. 

- Se cere locul geometric al punc- 
tului M, cînd secanta ABC va- 
riazd . 

R: MP fiind perpendiculară pe 
mijlocul lui OC, urmează că OM = AC. 
Deoarece AB = BCşi X ABA= 905, 
rezultă că în triunghiul 44,C, AB 
este şi mediană și înălțime; acest 
triunghi este deci isoscel şi în acest caz 
avem AC = AA = 2r (constant, r 
fiind raza cercului 0). Dar: A.C = Fig. 11.133 
= AM + MC =MA, +MO = 2r =c. At 

Locul punctului M este deci o elipsă cu focarele în A, şi O, avind axa mare N 
egală cu 2r (fig. 11.133). 

134. Sá se găsească locul geometric al centrului unui cerc variabil, 
ale cărui coarde comune cu două cercuri date trec prin două puncte date. 

R: Fie O,, O, (fig. 11.134) centrele cercurilor date Ri, R, razele lor, iar A gi 
B cele două puncte fixe prin care trec coardele comune ale cercului variabil de ceniru 


he 


o şi rază R, N 
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Se ştie că puterea unui punct în raport cu un cerc poate fi reprezentată în 
mărime şi semn prin pătratul distanţei de la punct la centrul cercului, minus 
pătratul razei cercului. Exprimind astfel că punctele A şi B au puteri egale, respec- 


Fig. 11.134 


) m tiv în raport cu cercurile (O,, œ) şi (Oz, o), avem: 

Ao? — R? = A0; — Ri, Bo?— R? = BO; — R. Prin scădere deducem relaţia: 
„mA? — oB? = 40; — Ri — BO, + R, = const. Deci locul geometric al punc- 
~ ` tului e este o dreaptă perpendiculară pe dreapta AB. 

AN i E y 5 a . 

a 3, Se dá un cerc fix cu centrul O si raza R. Un cerc mobil cu centrul 
O" şi raza constantă R’ trece prin O. Se cere: 


t 


t EA 

E 

Moa, Fig. 11.135 | 

A 

Es 19, Locul geometric al punctelor de contact ale tangentelor comune 
„celor două cercuri, 

Lo 2, Locul geometrie al mijloacelor tangentelor comune. 

dă „8%. Locul geometrie al intersecţiilor tangentelor, comune. 

B. R: Fie 77” tangenta comună, paralela din O la TT” taie pe O'T” in £. Triun- 
+ ghiul dreptunghic 001 (fig. 11,135) este de mărime invariabilă, deci OZ = 77” = 
iati = const şi deci locul punctului 7” este un cerc cu centrul în O. 

„138 

he. 

Pr: 

pes | 
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Mijlocul lui 77” descrie evident tot un cerc cu centrul în O. Fie S intersecţia 
tangentelor comune; se deduce din relaţia SO/SO” = RIR’ că SO = const. 


136. Se dau trei puncte fixe A, B, C în linie dreaptă şi se consideră 
un cerc variabil trecînd prin B şi C. Prin A se duc două tangente AT, 
AT" şi fie TT’ coarda contactelor. Se cere: 

49. Locurile geometrice ale mijloacelor laturilor triunghiului ATT”. 

"9, Locul centrului cercului circumscris triunghiului ATT”. 

3. Locurile geometrice -ale punctelor de intersecţie ale tangentelor 
AT cu tangentele paralele la dreapta ABC: 

R: 1°. Fie M, M’, N mijloacele lui AT, AT’, TT”. Punctele M gi M’ descriu 


cercul cu centrul în A și cu raza S VAB-40. Fie O centrul cercului TBT’C şi 


P punctul unde TT” taie pe BC; cum segmentul BC este divizat armonic de A şi 
P, P fiind fix, locul lui N este un cerc cu diametrul AP. 

2%, Centrul cercului ATT” este mijlocul lui 40. 

3”. Presupunem că tangenta paralelă la BC întilneşte cercul TBC in D gi 
tangenta AT în I. Avem: IA — ID = AT, deci Z descrie o parabolă care are 
focarul în A gi ca directoare o perpendiculară pe BC, situată la distanţa 


d = VAB-AC de. BC. 
137. Fie un triunghi isoscel OAB, avind OA = OB şi înălțimea OH. 
Din O, ca centru, se duce un cerc (C) de rază variabilă iar în A și Bse 


duc la acest cerc două tangente nesimetrice în raport cu OH; fie M punctul + 
lor de intilnire. Se cere: a 


1%. Locul geometric al punctului M. ES 
2°. Locul geometric al punctului I care se obţine luînd pe MB lungimea ` 
HI = MA. pet | E, 
3°. Să se arate că: MA: MB = + (04? — OM?). > 


R: 1°. Fie D şi E punctele de contact ale tangentelor AM şi BM la cercul = 
(C). Triunghiurile: dreptunghice OAD şi OBE fiind egale (OA = OB, OD = OE) 3 


rezultă că QAM = OBM si deci locul lui M este un cerc circumscris triunghiu- > 
lui OAB. ei 


20. Unghiul AMB fiind constant, egal cu AOB şi cu AZB, locul lui Z este de > 
asemenea un cerc. Se obţine un al doilea cerc cu centrul în O luînd pe prelungirea + 


— 


lui BM o lungime: MI, = MA. ni 


3°. Dacă se prelungeşte BM cu MI, = MA si AM cu MÍ, = MB punctele 
A, B, E, E, sînt situate pe același cerc gi deci avem: MA + MB = Mi -MB= 5 
= OA? — OM?. Se presupune că M este-situat pe arcul AOB. Dacă M este pe al S 
doilea arc subîntins de coarda AB în cercul AOB, avem MA: MB = OM: DA. 


138. Fie triunghiul ABC gi cercul circumscris O. PP: 
1%. Să se determine pe arcul BC, care nu conține pe A, un punct A! 


astfel incit luînd intersecțiile A,, A. ale tangentei in A' la cercul O cu. 


e i 
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laturile AB şi AC respectiv, triunghiul A A,A să fie isoscel cu virful 
in A. i 
2. Considerind analog punctele B' şi C' si triunghiurile isoscele 
BB,B,, CC,C,, să se calculeze unghiurile triunghiului A'B'C' în funcjie 
de unghiurile A, B, C ale triunghiului dat. 

3°. Să se calculeze de asemenea unghiurile triunghiului A"B'C" 
format de intersecțiile dreptelor AyAe; BeBas CaCu- 

4% Punctele B si C fiind fixe şi A mobil pe cercul O, să se determine 
locul geometric al punctului A”. 


` A AA n A A 
R: 1°. Notăm A = 2a, B = 2b, C = 2c. Rezultă 
2% $ AN 9^ $ L N of AN AN 
— — pa da — » mA 2 ai 
e T FIRE AL dae a MO A y OZ AAA 
2 i 2 2 
99 A PN de fo L N g> 5 N 
~ cs —— E mm 9 amy 
A pe pia a n 
2 2 2 
+ N N L N AN n 
90 D 2, BsF b, A i Co goir Es, E a 
4 4 i PE A) 2 
A 
Gr — 9 ; 4°, Un cerc concentric cu cercul O. 


) 

139. Într-un cerc de rază R se înscrie un triunghi ABC avind virful 
A fiz, iar laturile sale a, b, c verifică relația b? 4 c2 — a? = ke, unde 
k<2RVY2 este o constantă dată. Se cere: 

19. Locul geometric al mijlocului lui BC. 

2. Locul piciorului înălțimii ha (coborită din A pe BC). 

32. Locul ortocentrului H al triunghiului ABC. 

49. Locul centrului de greutate G al aceluiași triunghi. 

5°, Locul picioarelor înălțimilor. hy, he: 

R: Fie O centrul cercului dat, N mijlocul lui BC, AA’, BB”, CC” înălțimile, 
H ortocentrul şi G centrul de greutate în triunghiul ABC. Avem: ___ 

1°, V2 4 c? = 2AN? + 1/2? (teorema medianei) si R?= ON? + 1/4a?, 
de unde rezultă: b? + c? + 2R? = 24N? + ON?) + at, sau b? + c? — a? + 2R? = 


= 4(NM?*+ MA?), sau NM: = 2 (R? + k?), unde s-a notat cu M mijlocul lui 0-1. 


Deci locul lui N este un cerc cu centrul în M. Acest cerc este totdeauna real, 
cînd k? > 0, dar nu există decit punctele acestui cere situate în interiorul cercului 
O, care corespund triunghiurilor ABC reale. 

Raza cercului M trebuie să fie mai mică decit 3/2R, ceea ce corespunde pentru 
k < 2RV 2. Raza fiind mai mare decit 1/2R, există întotdeauna o parte din cercul 
— loc geometric — care este în afara cercului O. 

Cind bè + c? — a? = —k?, raza cercului descris de N este egală cu 


1/2 VRz— R, trebuie deci în acest caz să avem k < R. 
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2. M se proiectează pe mijlocul lui 4W, prin urmare MN = MA! si cercul 
cu centrul în M trece şi prin 4”.. 
3°. 4°. Se ştie că locul punctelor ce divid într-un raport constant dreptele ce 


unesc un punct fix cu punctele unui cere fix, este un al doilea cerc. Raportul AG/AN 
fiind constant si punctul AN descriind un cerc, centrul de greutate G descrie de 


asemenea un cerc. Raportul OH/OG fiind constant /7 descrie de asemenea un cerc. 
(Se va observa că pi oda: AH si ON sint întotdeauna paralele şi în raportul de 2/1). 

5. N? fiind mijlocul lui AC avem: 

AB? = c2— BB? = c2 — BN + BI t= — 1/h(202+2c2—02) + B'N gi OB”? = 
= BN? + ON? = B'N?+ R2—1/sb2,deunde AB? — OB’? = 1/2k? — R?şi analog 
AC? — OC = 1/2k? — R?, 

Diferenţa pătratelor distanțelor punctelor B’, C’ la punctele A și O fiind 
constantă, aceste puncte se deplasează pe o perpendiculară pe raza 40. 

140. Un unghi de mărime constantă se roteşte în jurul virfului A, 
considerat fiz. Dintr-un punct B situat în același plan, se coboară pe 
laturile acestui unghi perpendiculare în punctele C şi D. Aceste perpen- 
diculare întilnesc laturile unghiului în două puncte E şi F. 

1°, Se cere locul geometric al punctelor C şi D. 

2. Să se arate că segmentul de dreaptă CD are o mărime constantă, 
deducindu-se de aici locul geometric al mijlocului acestui segment. 

3”. Care sint locurile geometrice ale punctelor E şi F? : 

4”. Care sînt locurile geometrice ale centrelor cercurilor circumscrise 
triunghiurilor AEF, BEF? 

R: 1*. Punctele C şi D descriu cercuri de diametru AB. 

2°, Coarda CD are o mărime constantă deoarece unghiul CAD este constant 
(în cercul de diametrul AB); prin urmare mijlocul Z al lui CD descrie tot un cerc 
cu- centrul pe mijlocul lui AB. | , 

3°. Punctele £ gi F descriu segmente capabile de un unghi drept A, descris pe AB. 

4°, B fiind ortocentrul triunghiului AEF, avem EF = AB tg A. Prin urmare, 

Er AB 
f E i | 2sind  2cosA ` 
Centrul cercului cicumscris lui AEF descrie deci un cerc cu centrul în A. 

La fel, centrul cercului circumscris triunghiului BEF descrie un cerc cu centrul 
in B. 

Notă. Fie M mijlocul lui EF şi O acela al lui AB. OM fiind diametrul 
cercului lui Euler al triunghiului AEF, avem OM = R, sau AB/2 cos A. Punctul 
M descrie deci un cerc cu centrul în O. 

141. Fie două plane perpendiculare (P) şi (Q); A şi B sînt două puncte 
de intersecţie; C este un-punel din (P) asa [el ca triunghiul ABC să fie 
dreptunghic în B; D este un punet de pe cercul de diametru AB din planul 
(0). Sá se demonstreze că triunghiurile CBD, ADB şi ADC sînt triun- 
ghiuri dreptunghice. | 

~N A 

R: Avem (P) 1 (0) (BN (0)=A4B, CE (P), DE(O), CBA = 90%, 


“o 
CD] AB, CBE (P) deci CD | BD (deoarece CB L (9)). Rezultă că CBD = 90°. 


notind cu R raza cercului circumscris lui AEF, avem R = 


141 


xa? 
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3 MmNn este un trapez. Dreapta OC care uneşte diagonalele MN şi A 


N 
Cum A BDA este înscris într-un semicerc rezultă că BDA = 90°. Si, deoarece 
CB | AB iar BD | DA, rezultă (conform teoremei celor trei perpendiculare) că 

-CD Y DA şi deci A CDA este dreptunghic in D (v. fig. 11.141). 


142. Într-un plan P se dau două puncte fixe A, B şi un punct oarecare 
M în același plan. Fie M' un punct în spaţiu astfel ca segmentul MM i 
să fie văzut din A şi B sub 
unghiuri drepte. Se cere locul 
punctului M’ în următoarele 
cazuri: 

19. Punctul M este fix. 

2. Punctul M descrie un 
cerc ce trece prin punctele A, B. 

3. Punctul M descrie o 
dreaptă perpendiculară pe AB. 


R: Dacă se consideră toate 
dreptele perpendiculare în A pe 
dreapta AM, toate aceste drepte 
sint situate în acelaşi plan Q per- 
pendicular pe dreapta AM şi deci 
perpendicular pe planul P. La fel, 
toate dreptele perpendiculare pe 
dreapta BM în punctul B, sint si- 
tuate într-un același plan R per- 
pendicular pe BM și deci şi pe 
planul P. Intersectiile planelorQ, R 
cu planul P sint perpendiculare 
ridicate în punctele A, B, respectiv 
i f pe dreptele AM, BM. Aceste două 
perpendiculare se intersectează în N. Dreapta (A), intersecția planelor Q, R trece 
prin N şi este perpendiculară pe planul P, căci este intersecția a două plane per- 
pendiculare pe planul P. Punctul M’ trebuie-să se afle în planul Q cît si în planul 
R, deci se va afla pe dreapta (A). 

E 1”. Dacă M este fix, evident că şi punctul X este fix, gi deci dreapta este fixă. 
elese că în acest caz, locul geometric al punctului M’ este dreapta (A). 

2°. Dacă M se deplasează după o lege oarecare în planul P,'locul lui M’ este 
suprafața cilindrică generată de dreapta care rămîne paralelă cu ea însăşi (rámine 
mereu perpendiculară pe planul P si întilneşte o curbă directoare fixă, curba loc 


Fig. 11.141 


. geometric a punctului N). Dacă, de exemplu, M descrie un cerc (I) ce trece prin 


er B, atunci punctul N descrie acelaşi cerc, deoarece MAN = úBN = 90°, 
nue punctele M, N sint diametral opuse în cercul (l). Rezultă că în acest caz 
e pi pă al punctului W’ este cilindrul circular drept care are la bază cercul 
(1) Si Pre generatoare sint perpendiculare pe planul P. 
la Ss upunem acum că M descrie o dreaptă (D) perpendiculară pe AB. 
Fie m intersecţia dreptei (D) cu AB. Notám cu n Sa fai N pe A B. Figura 
S , ) este paralelă 
cu y şi cu Nn, deci perpendiculară pe B. Cum O este centrul late scris 
ida Asu MANB, urmează că punctul C, proiecția sa pe AB este tocmai 
Jocul lui AB. Deci punctul N este simetricul punctului fix m față de punctul 
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fix C, deci este si el fix. Urmează că în acest caz, locul geometric al punctului este 


„apta (D”) simetrică lui (D) faţă de punctul C. 4 
ente arăta si în alt mod că N descrie o perpendiculară pe AB. Într-adevăr, 


din triunghiurile dreptunghice AMN, BMN deducem NB? = MN? — MA?, 
NB? = MN? — MB?. Prin scăderea acestor două relaţii obținem WA? — NB? = 
= MB? — MA?. 2 TE 

Deoarece M descrie dreapta (D), perpendiculará pe AB, avem MB? — MA? = 
_ mb? — má? = const, deci NA? — NB? = const şi locul în acest caz, este o 
dreaptă perpendiculară pe AB. 

Cind N descrie dreapta (D') dreapta (A) ge- 
nerează un plan S perpendicular pe planul P, pe 
care-l intersectează după dreapta (D”). Locul lui W’ 
este în acest caz planul S (fig. 11.142). 

143. Se dau punctele A, B, C, D așezate 
oricum în plan sau în spaţiu. Să se afle locul 
geometric al punctului M din spaţiu aşa fel 
ca: MA? + MB? = MC? + MD?. Grupind 
cele patru puncte cite două în altă ordine, 
de exemplu: MA? + MC? = MB? + MD? 
avem în total trei posibilități, dect trei lo- 
curi geometrice. Cele trei locuri geometrice 
sînt niște plane; în ce caz aceste plane au o 
dreaptă comună, sau sint paralele? ki 


—— —— — —— — — 


R: Fie E, F; G, H, I, J mijloacele segmentelor AB, BC, CD, DA, AC, BD. 


a A 
$ 


celor patru puncte, i ae 
Dacă punctele A, B, C, D sînt asttel că trei din ele sint aşezate în linie dreaptă, 
aceasta revine a presupune că toate cele patru puncte sint în același plan şi revenim 
la un caz studiat. | 
În fine, dacă cele patru puncte sînt coliniare, planele — locuri geometrice — 
sînt perpendiculare pe dreapta care unește aceste puncte, deci sint paralele. IAN 


` 


144, 1°, Se dau două cercuri fixe și se cere locul geometric al centrului =| 

. . w Li . . å 4i pa 
unui cerc mobil, ale cărui axe radicale cu cercurile date trec prin două Aa 
puncte date. , i > 


2. Extindere în spaţiu — la sfere. 


Teorema medianei ne dá 2ME? + ¿AB = 2 MG! + S CD:, sau ME? — MG = 2- 
= 1/4 (CD? — AB?) = const. ] E 
Deci locul geometric al punctului M în primul caz este un plan perpendicular 

pe dreapta EG; la fel se arată că în al doilea caz locul geometric este un plan perpen- Re 
dicular pe dreapta JJ, iar în al treilea caz este un plan perpendicular pe dreapta FH. R 
Dacă punctele 4, B, C, D sînt în spațiu și formează un tetraedru, cele trei | 
plane — loc geometric — au un singur punct comun, centrul sferei circumscrise = 
tetraedrului ABCD. „ei SR 
i Dacă punctele A, B, C, D sînt aşezate oricum într-un plan, cele trei plane So 
sînt perpendiculare pe acest plan gi nu au nici un punct comun; dacă însă cele Bă 
patru puncte sînt așezate pe același cerc, centrul « al acestui cerc aparţine evident ya 
celor trei plane, care au astfel o dreaptă comună — perpendiculara în œw pe planul 


k : ; 
QA s 
a E dA 
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 R:1”. Fie O’, O” centrele cercurilor fixe, R’, R” razele lor, iar O si R centrul 
ȘI raza cercului mobil. Axa radicală a cercurilor O” şi O trece prin punctul fix A 
iar axa radicală a cercurilor O” gi O trece prin punctul fix B. Scázind relaţiile 


„10'2 — R’? = AQ? ad Re, 


— 


BO”? — R”? = BO? — R?, 


, 


rezultă relaţia: AO? — BOF = const, deci locul geometric este o dreaptă perpen- 
diculară pe dreapta AB. Ap | 
2°. În spaţiu, se consideră două stere fixe şi una mobilă ale cărei plane radicale 
trec prin două puncte date. Locul este un plan, raţionamentul fácindu-se ca la 1°. 
145. Să se afle locul geometric al punctelor de contact dintre sferele 
care trec prin două puncte fixe A, B şi un plan fix P. 
| : Fie T punctul de contact dintre o sferă (S) care trece prin punctele A, B 
şi planul fix P; să presupunem intii cazul simplu cînd dreapta AB este paralelă 
cu planul P. În acest caz avem TA = TB, adică punctul T se află și în planul 
mediator al segmentului AB. Locul geometric al punctului 7 este deci dreapta 
de intersecţie a acestui plan cu planul dat. Să presupunem acum că dreapta AB 


intersectează planul P în punctul C. Exprimind în două moduri puterea punctului 
C în raport cu sfera (S) avem | 


CT: = CA- CB = const. 


Lungimea CT fiind constantă şi punctul C fiind fix, rezultă că locul geometric 
al punctului T este cercul cu centrul C şi raza CT = Vea - CB. 


146. Se consideră toate sferele care trec prin același cerc (un fascicul 
punctual de sfere). Să se determine: 

1°. Locul geometric al axelor cilindrilor de rotaţie circumscrisi acestor 
sfere, direcția generatoarelor fiind dată. 

2. Locul geometric al axelor conurilor de rotaţie care au același virf 
şi sint circumscrise acestor sfere. 

R: Axa unui cilindru circumscris unei sfere (adică avînd generatoarea tangentă 
„lasferă) este paralela dusă prin centrul sferei la direcţia generatoarelor. Prima parte 
a problemei revine deci la a găsi locul geometric al unei drepte variabile, de direcţie 
constantă, care intilneste tot timpul o dreaptă fixă (locul geometric al centrelcr 
sferelor, adică axa cercului dat); se ştie că acest loc geometric este un plan. De 
asemenea, axa unui con circumscris unei sfere (adică avind generatoarele sale 
tangente la sferă) este dreapta care uneşte vîrful conului cu centrul sferei. A dota 
parte a problemei revine deci la a găsi locul geometric al dreptelor care trec printr-un 
punct fix şi întilnesc tot timpul o dreaptă fixă; loculgeometric se ştie că este un plan. 

147. Se consideră o sferă cu centrul O, un punct fix A în spaţiu şi 
un punct M variabil pe sferă. | 

1°. Sá se arate că dreapta de intersecţie a planului tangent în M la 
sferă cu planul dus perpendicular pe mijlocul lui AM descrie un plan P 
perpendicular pe OA. 

2”. Fie A’ un alt punct fix în spaţiu, iar P' planul corespunzător 
acestui punct, analog planului P. Planele P, P' şi planul dus perpen- 


144 
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dicular prin mijlocul segmentului AA” se intersectează după aceeaşi 
dreaptă. 

R: Acelaşi procedeu ca la problema 133. 

148. Se dá un triedru tridreptungaic Oxyz şi se iau pe muchiile Ox, 
Oy, Oz trei puncte variabile A, B, C, astfel: 


( y a e . . . 
DAA rd „a, b, c, fiind trei lungimi date. 
c 


— == — 


a b . . . sh 
Să se arale că ortocentrul triunghiului ABC, centrul său de greutate, 
centrul de greutate al tetraedrului OA BC st $ 


centrul sferei circumscrise acestui tetraedru 
descriu drepte care trec prin punctul O. 


R: Chiar din ipoteză rezultă că atunci cînd 
punctele A, B, C descriu cele trei muchii Oz, Oy, 
Oz, dreptele AB, AC, BC se mișcă paralel cu ele în- 
sele,căci în această mișcare triunghiurile OA B,OAC, 
OBC rămîn asemenea cu ele însele (fig. II. 148). Re- 
zultă că planul triunghiului A BC se mişcă paralel 
cu el însuși, Se ştie că ortocentrul triunghiului este 
proiecția ortogonalá a punctului O pe planul ABC, 
deci ortocentrul descrie dreapta dusă din O perpen- 
diculará pe planul ABC, care am vázut că are o 
direcție fixă. 

Dacă luăm încă o poziție A’, B”, C’ a triun- 
ghiului ABC este uşor de văzut că centrele de greu- 
tate ale celor două triunghiuri ABC, A*B'C” sînt Fig. 11.148 
aşezate pe o dreaptă care trece prin O; pástrind fix E 34 
triunghiul ABC si variind triunghiul A'B'C” re- 
zultă că centrul de greutate al triunghiului variabil descrie o dreaptă trecînd 
rin O. 

i Este evident că centrul de greutate al tetraedrului OABC descrie aceeași 
dreaptă ca şi centrul de greutate al triunghiului ABC. 

Să considerăm acum sfera circumscrisă tetraedrului OABC; planul tangent 
în O la sferă conţine tangentele în acest punct la cercurile circumscrise triunghiu- 
rilor OAB, OAC, OBC (aceste cercuri fiind așezate pe sferă). Dar aceste tangente 
rimin fixe cînd punctele A, B, C, descriu cele trei muchii după legea indicată 
căci dreptele AB, AC, BC rămîn paralele cu ele însele, iar tangentele sînt anti. 
paralele cu aceste drepte în raport cu unghiurile AOB, AOC, BOC. În definitiv 
pani tangent la sferă rámine fix, deci centrul sferei descrie normala în O la acest 
dan fix. 

Problema se poate generaliza considerind un triedru oarecare în locul trie- 
drului tridreptunghic Oxyz. 

149. Se dá un tetraedru regulat ABCD avînd muchia egală cu a si 
înălțimea AO (virful in A). Un plan dus prin AO taie pe BC şi BD res- 
pectiv in M şi N. Se notează BM = x, BN = y. 

41°, Să se arate că 1/x + ijy = 3/a. _ 

2. Sá se determine x si y astfel ca suma ariilor AMN, ABN, ABM 
să fie în raport constant k cu aria totală a tetraedrului. 


Discuţie. 
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ESTA Ami cr 


R: 1°. Fie B’, C’, D’ picioarele înălțimilor triunghiului de bază BCD, iar 
O centrul acestui triunghi și P proiecția punctului N pe BC (fig. 11,149). Avem: 
2 aria (BMO) + 2 aria (BNO) = 2 aria (BMN), sau 


BM-OD' + BN:0C = BM: NP. ~ (1) 

Se observă că triunghiul BNP este jumătate dintr-un triunghi echilateral, 
deci BP = BN|2 = yl2, NP = BN + V 3/2 = y+ V 3/2. Avem de asemenea OD” = 
= 00 = 553 => aV3/2=al2V3 şi relaţia (1) devine a(s + y)2/3= 


— 2 i 1 1 3 
> = xy V 3/2, sau simplificind obţinem — + — = -- + 
xa: a 
sn A og Altfel. Fie O, centrul triunghiului echilateral. Pa- 
¡A ralela la CD dusá prin O, determiná segmentul 


PQ = 2 a. În trapezul MM'NN” se stie cá 
3 


1 
a (a) 


NN’? 


PQ MM’ 


— TE . . 8 
dar NN’ = y şi MM’ = x şi deci (4) devine E: = 


= A - 1 . 
Fig. 11.149 E 
2°, Trebuie să avem: 
aria (AMN) + aria (ABN) + aria (ABM) = k (aria tetraedrului). (2) 


Dar, aria (AMN) = 1. MN - O şi aplicind teorema lui Pitagora generalizată, 
) 


triunghiul BMN, obţinem MN? = BM? + BN? — 2BM- BP, sau MN? = 


IE în 

He ip A SERI VA a 

(e = a + y? — 22: FH de unde MN = Yr? + y? — zy. 

ES 2 ESE VO CER E. 
[2468 Din triunghiul dreptunghic AOB’ rezultă 40? = AB? — OB'2, sau 40? = 
prize 


= la Y 3/2) — d, aV3/2) = 2a?/3, de unde AU = aV2/V3. În consecință 


ae. e pp a , = 
E aria (AMN) = al? + y? —aylV 6; asemănător găsim aria (ABN) = ay Y 3/4, 


| Sie aria (ABM) = azV 3/4 si (2) devine 

[za aVz + ap — ayiVâ+a V3le + y)/4 = k. (3) 
ES A Aria tetracdrului este 4 aria (BCD) = a?V 3 si relaţia (3) devine 

r VF y + VE (a + y) = ka N3. ON 
pe. Asociind (4) cu (g), determinăm pe æ şi y. Punem x + y = uși după cîteva calcule 
|. obţinem ecuația u? — 8a(9k — 1) u + 144k?a? = 0, rădăcinile acestei ecuaţii fiind 
pag ( uso = hal9k — 1 + VUZE — 1)(6k — 1)]. (5) 
Le 

Do 146 

Mo + 
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Din (5) rezultá cá este necesar sá avem 
k E (— oo, 1/12]U [1/6, + 00); (6) 


cum k trebuie să fie pozitiv, restringind intervalele, (6) devine *E[O, 1/12]. Cu- 
noscind pe u, avem de rezolvat sistemele + y = up, zy = au 3 şi £ -+ y = u, 
ay = au,/3. Formám ecuaţia care dă pe z şi y, adică 2? — uz + au/3 = 0; rezultă 
că, pentru ca æ şi y sá lie reali, este necesar să avem u? — 4au/3 > 0, sau 


A 
u[u= 0) > o. | 

Trebuie deci ca uy şi us să fie cuprinse în unul din intervalele (— c,0], 
[4a/3, + 00). Cum u, Şi ua trebuie sá fie pozitivi, primul interval se exclude. 
Intr-adevár, avem: 

(9k — 1)? — 9k? < (9k — 1), 
V(9k — 1)2 — 9k? < 9k — 1, 
sau 
9k — 1 + V(9k — 1)? — 9? > 0. 

Din cele de mai sus rezultă că valoarea minimă a sumei x + y este 4a/3; 
deci x + y >4a/3, sau ceca ce este echivalent cu a scrie BM + BN > 4a/3, ega- 
litatea avînd loc cînd MN este paralelă cu CD. 

150. Un cub are muchia a; să se calculeze în funcție de a, volumul 
tetraedrului care are unul din virfuri confundat cu un virf al cubului, iar 
celalalte trei virfuri sînt mijloacele muchiilor A g 


opuse muchiilor care pornesc din virful consi- 
derat. nt 
D 


R: Fie cubul ABCDA'B'C'D' (fig. 11.150) 
de muchie a si M, N, P mijloacele muchiilor 
C'D', C'C, C'B'. Să calculăm volumul tetra- 
edrului AMNP. Triunghiul! MNP este echilateral 


cáci: q zi 
aim A n tă aria tu Us 
MN = NP = MP = „Se vede apoi uşor din N i 
a pă 
triunghiurile dreptunghice AA'M, ACN, AA'P că fite] NN 


D’ . 
O AN da A e i 
= àd: ae i Fig. 11.150 
Să notăm cu O piciorul perpendicularei dusă din A pe planul fetei MNP. 
pa fe o ia MN ay? j A i y 
Avem: OM = UN = UP = TF = d. Din triunghiul dreptunghic AOM de- 
ducem: 
PP... E. ds 9a? 2 — 
40 = AM: — 018, AO = — = Dat, 10= —— 
4 6 12 2V3 
E ii Bea ; ES 
Deci volumul căutat este: V = ZA ee . CR ETEN A V = Li a? E: 
3 2/3 4 | gi. 
10% | O MTA 
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ÉD Se dă un tetraedru echilateral, avind muchia l și se cere: 

17% Să se calculeze în funcţie de l lungimea segmentului de dreaptă 
care unește două muchii opuse. 

2. Să se calculeze raza sferei tangentă la toate muchiile tetraedrului. 

3°. Să se găsească relația dintre un unghi diedru şi un unghi format 
de o muchie cu o faţă. 


R: Fie A” si M mijloacele muchiilor opuse CD şi AB, O centrul feței PCD, 
a unghiul plan al diedrului format de feţele ACD și BCD, iar £ unghiul format 


de muchia AB cu fața BCD (fig. 11.151). Triunghiul 4'4B este isoscel,! căci A'B = 


y — 
= A'C = AK ; rezultă că: A'M?2= 
_ [Va 2 22 -m_i mm 


Sfera tangentă celor şase muchii ale te- 
traedrului are ca secțiuni prin fețele tetrae- 
drului cercurile înscrise în feţe, iar centrul ei 
este chiar centrul œ al tetraedrului, căci per- 
pendicularele pe feţe în centrele lor sint concu- 


n rente în œ. Din triunghiul dreptunghic w04”, 
deducem: p? = wA”? = w0? + 04. Dar o0 = 
1 — A : 3 
= — A0, iar din triunghiul dreptunghic ABO 
3 e 
ME ~: 
Mo avem: 
Va a 30 6 oin 
4 | =r- 55h 40= 116. 
. — 1 - 62. 3P 172 4 
Deci 00 = — 1/6; pẹ = — + =|= — PA IVI 
7 9 “a ZA 36 108 6V3 | 
$ În triunghiurile dreptunghice ABO, A4'0 avem: 
t sc 
k 2 -N3 
} DB - 8 2 E 
f cosb = Si 
H A l 3 
1 1/3 
paste OA” 3 2 Em 
AA” E 3 


“Deci avem relaţia: cosa = Cos*f. 

S Se dă o piramidă regulată SABCD cu baza un pătrat de latură 
a si muchie 2a. Pie M mijlocul lui SB. Se cere să se calculeze: 

19. Aria triunghiului AMC, 
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22. Volumul piramidei MABC. 

3. Aria laterală si volumul piramidei SABCD. 
aj 2 20, Vta se, pa PI 
2 24 6 

G_se dă o piramidă cu baza un dreptunghi avînd AB = la si 
BC = a, inúllimea piramidei fiind SD = 2a. Pe muchia SB se ia un 
punct P şi se cere: | 

19. Sá se calculeze aria laterală a piramidei SABCD. 

2. Să se arate că dacă P este mijlocul lui SB, triunghiul A PC este 
isoscel și să se determine aria acestuia. 


j ed: = 2aV15. 


1 


S 
y S 
2a VZ 
avi 
A P 
C 
a 
Fig. 11.153, a l Fig. 11.153, b 


3°, Să se determine poziția lui P pe SB, astfel încût triunghiul APC 
să fie dreptunghic. 

R:1°. (3 + V3 + V5) az; 2°. Triunghiurile SAB ṣi SBC sînt dreptunghice; 
cum AP şi CP sìnt mediane corespunzătoare unghiurilor drepte (A şi C), rezuită 


4 ză f 2 5 
că AP = CP = L SB = Ts deci AAPC este isoscel avind aria egală cu SLS 


PN _NB_ PN BN’ 


B 
3°. Din ASAB si SCB avem aA A A m Acea de unde 
Ja aV5 24 »aV 2 a 
V3 2 a ER: i , 2 
PN = — PB, NB PB, PN'"==—PB, BN = r AN = a =T PR, 
3 3 : 


N'C = a — dd PB. Apoi scriem că trebuie să avem AP? + CP: = AC? şi deci 
3 
Š ppt + (2a — Ż PB} + S pp y fa- = PB)? = 5a?, cu soluţiile PB = 0 
9 3 9 
şi PB = a (A se vedea fig. 11. 153, a si b). 
3 ; 
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- 
i 
4 
4 
` i 
A 
5 
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154. Fie o prismă care are ca secfinne dreaptă un triunghi echilateral 
de latură dată m. 

Să. se determine un plan care taie această prismă după un triunghi 
avînd suprafaţa dată k?, iar o latură să fie de lungime dată a. 

Se cere să se calculeze celelalte două laturi ale triunghiului şi să se 
discute problema. 

R: Fie A BC secţiunea cerută. Ducem prin A secţiunea dreaptă AB'C” şi notăm 
BB = z, CO’ = y; avem: a? = m? +- (x — y)?, -b7 = m + 2%, e? = m 4 y, 
16k% = 40202 — (b? + 02 — a?) = 3mt + amefa? + y? — ay). Necunoscutele auxi- 
liare se obțin din sistemul 2? + y? — xy = (16/* — 3m*)/4m?. 

a+ y? — day = a — mă, 


de unde rezultă uşor A 


16k% — 3atm? o, 
y y E dm, xz — y =Va2— mè. 
m | 


Trebuie să avem a > m, 161% > 3atm?. 


155. Fiind dat un paralelipiped dreptunghic ale cărui muchii sint 
a, b, c, să se găsească volumul şi suprafaţa octaedrului care are ca virfuri 
centrele fetelor paralelipipedului. 

R: Fie ABCD, 4'B'C'D' bazele paralelipipedului, 4”, B”, C”, D”, mijloacele 
muchiilor AA', BB’, CC', DD'; M,N,P,Q.R,S, centrele fețelor ABB'A', BCC'B' 
CDD'C', DAA'D', ABCD, A'B'C'D’. Octaedrul se compune din două piramide 
RMNPQ, SMNPQ, avînd ca bază paralelogramul MNPQ a cărui arie este egală 
cu jumătate din aceea a dreptunghiului 4%B”C”D”; el are ca volum deci 1/6, abc. 
Suprafața octaedrului se compune din opt triunghiuri egale cu aria triunghiului 
RMN; laturile triunghiului RMN sint egale cu jumătățile diagonalelor fetelor 


paralelipipedului sau cu 1/2 Va? + 02, 4/2 V0? + e2, 4/2 Vc + ul. Formula cu- 


noscutá 1652 = 2 Fab? — Y at dă 16(RMN]? = x Y (a + 53) (0% + 0%) — 


1 r 1 ; 
te p2) = > 292. 
Pl 2 e 


(36) Se consideră un trunchi de piramidă dreptunghiulară, a cárel 
ináltune trece prin centrele celor două baze. Suma ariilor celor două baze 
este u?; suma perimetrelor celor două baze este 2b; raportul laturilor omo- 
loage a acestor baze este m şi muchia laterală a trunchiului este c. 

Să se calculeze volumul. 

R: Dimensiunile bazelor fiind x, y, mx, my avem zy(1l + m?) = e, 


{z + y(14m=b, h=c — > (x? + y?)(1 — m?) V= Pay + mm?) 
n 


pa is Se dá un con circular drept cu raza bazei R = a st generatoarea 
= 2a, 


150 
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19. Un plan paralel cu baza taie înălțimea conului în două părți 
egale. Să se calculeze raportul ariilor laterale și raportul volumelor celor 
două corpuri în care planul desface conul dat. 

2. O sferă cu centrul în virful conului și avind raza r = a, desparte 


conul dat în două corpuri. Să se calculeze raportul volumelor acestor două 


corpuri. 

R: 1%. Raportul ariilor este 3, iar cel 
al volumelor este 7. 
2(3 V3 + 2) 

pg iii 

158. Într-un con circular drep!, avind 
raza cercului de bază egală cu 3 unităţi 
si unghiul de la bază egal cu 60°, se 
înscrie un număr de sfere după cum 
urmează: prima sferă este tangentă co- 
nului şi bazei ucestuia; celelalte sfere 
sint suprapuse peste prima, tangente 
acesteia și conului și tangente intre 
ele. Se cer: 

19. Să se calculeze suma suprafetelor 
a m cercuri de contact determinate de sfere si con, ele fiind numărate de 


la bază. 
2. Să se calculeze suma suprafețelor și suma volumelor acestor sfere. 
30. Sá se insumeze distanțele tı, La, ---> Zy considerate respectiv de lu 
vîrful conului, la care ducînd plane paralele cu baza, să obținem solide 
în care să putem înscrie in ele 1, 2, ... , k sfere. 


R: Conul ABC este echilateral. Sectiunile în sfere sînt cercuri, avînd razele 
egale cu ale sferelor respective, înscrise în triunghiurile echilaterale ABC, AB'C* 
(fig. 11.158) etc. Cercurile de contact dintre sfere şi con au ca raze respectiv MT”, 
M“T” etc. Notám cu ri, Fa »». » fm razele sferelor , P1, Pa >+.» Pm razele cercu- 


rilor de contact. 


Ii 


Fig. 11.158 


a =m IT 1 JA si 3 Ti 
Avem r; = E Al, ra = t AT, Dar AT = T Aa $1 deci r, = QM, 
s] 3 lS 
4 EA 1 — 1 = R i . a 
Rezultă că r} = za i Pas = AH, vo Tm = AR aza primului cerc de 
contact este p, = 47” = 4 HC = 2 BC, cáci punctul de contact T” este mij- 
2 A 


locul lui AC, iar'M “LT” este paralel cu TC. În triunghiul ATC” avem de ase- 
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1 TO; dar IC = 2 
2 3 


— 


HC = 


ŢII? A. a . 1 
menea: pp = M'7” = BC şi deci p, = F x 


BC = —— BC. Asemănător se arată că p, = —— BC, pp = —— BC,... 
O E TN EI Y 


A SER e 


om = — dl — BO. Tinínd seama că BC=6, AH =6V3/2 = 3/3, avem 
ami 4 
cr YEN 13 E A 
n= 3, o gm? Pi = 8/2, Pa = z A d q 
a ` 1 = — A . 
(28 ga Pm = 9 ` 3m-ı 


Suma suprafețelor celor m cercuri de contact este deci 


Q 1 "4 9; 
S= metri re) e e ate = Ex 


= $ 34 g2m-2 4 
ca E 97 3m—1 
x EPT E PA A N, 
1 4 8.3m- ya. gm- 
o 
Z Suma suprafețelor celor m sfere este 
, 2, 2 $. des 1 1 
S = 4m ( M + rot F h) = er + + e ls 
a gm — 4 i 
| = 127 - = 127. ——=. —E-— (gem — 1) 
S- gam-—2 =) . 3g2m-3 
| 4—— 
E 33 E, 
k Suma volumelor acestor sfere este 
i p hr A | L gm — 4 23 
+, Pa (ri 34, E. A RI - 3, mert =l? _ gm1). 
ez 3 ( d + ra Perr rin) in 5 96 Băm=3 4183. gəm- (3 1) 
q 
Py 


Dacă prima distanţă este AT, = a, atunci aa = AT = 347, = 32,, za = 
“ se 32: == 3%2,, etc. ] 
¡E suma lor este_ 


pS D= (1434384... +81) = 
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159. Într-un semicerc cu diametrul AD = la se înscrie un trapez 
isoscel ABCD. i Spa 

4°, Să se arate că aria trapezului este jumătate din aria exavonului 
regulat înscris într-un cerc dacă AC? + CD? = AB?, AC fiind diagonala 


trapezulut. S hA | 
9. Condiţia fiind îndeplinită, pe laturile neparalele BC şi AD se 


construiesc in exterior, triun- 
ghiurile echilaterale BMC st 
AND. Sá se arate că astfel. 
s-a format un nou trapez isoscel 
si să se determine lungimea dia- 
gonalelor lui. 
3. Să se calculeze arta 
enerală de linia poligonală 
ANDCMB (DC fiind arcul de 
cerc), cînd se roteşte în jurul 


diametrului AB. 

R: 1°. Triunghiul ACB este 
dreptunghic şi deci AC? = Ab? — 
— BC? = ta? — BC? şi înlocuind 
în relaţia din enunţ rezultă BC = 
= CD, şi cum BC = AD= R, 
problema este demonstrată. 


o 
20, Se va observa că DCE = 


[N L N [N 
=4Dt = 120° si CB = ÑDA=_ 
= 60° şi deci D, C, M, N, sînt - 
colineare. Fig. 11.160 

BN =2V2a. | 
160. Într-un cerc de centru O şi rază R se consideră un diametru AB 


şi o rază OC, astfel ca X BOC = a so Se duc cercurile prin A, O, 


C si B, O, C. Fie D si E respectiv centrele lor. 
1°. Să se demonstreze că dreptele OD și OE sint perpendiculare una 
pe cealaltă, iar proiecția ortogonală a segmentului DE pe AB are lun- 


gimea R. 
22. Sá se arate că patrulaterul OECD este inscriptibil. 


3°, Să se calculeze volumul corpului născut prin rotirea linei poli 

; . inet poligo- 

nale ADEB în jurul lui AB. potigo 

R: 1%. Se va observa că triunghiurile ADO gi ODC sint egale; la fel triun- 
> DON 

ghiurile OCE si OEB. Rezultă că 2C0D + 2£0C = 180” de unde DO | OE. 


153 


$ 
ursina an i g 
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Din triunghiurile isoscele AOD şi OEB rezultă AD” = D'O = 2 şi OE’ = E'B = 
= on de unde D'O + OE” = R = D'E’. 
2°. Din triunghiurile isoscele DOC şi OCE rezultă că DOC + BOC = 90. 
IN oo l R 
şi DCO + OCE =, 90° etc. 3°. Se va tine seama că AD” = OE’ = F (fig. II. 160) 


161. Se dă un trapez dreptunghic ABCD în care se cunoaște lungimea 
l a laturii oblice CD, aria a? si volumul $ zb” al solidului născut prin 


rotirea trapezului în jărul laturii CD. 


N Se cere să se calculeze înălțimea AB şi 
DAL bazele BC şi AD. 
l BRE. il R: Aplicind teorema lui Pitagora în triun- 
! da ghiul CDE (fig. II. 161) obţinem 
Ko z? + (y — 2)? = b; (1) 
tinind seama de expresia ariei trapezului avem 
z(y + z) = 2a?. (2) 


Apoi avem: 


ui Pi i a o ds Z 
FEB. C7 AS and. DE= qa, sau 


Fig. II. Dra AR y = 
18. 11.161 BI. CF — AA. DE = ata, (3) 
Din triunghiurile asemenea ADF si PBC obţinem po E = Ž., de unde DF = 
Dr+t y 
L i : i Rr i 
= P = a şi CF = DF + l= ly/(y — 2). Din triunghiurile asemenea AA FP şi CDE 


obținem AA” /(y — z) = AF/l de unde AA = AF. Y 5 Z Se observă însă că 


avem AF'/z = DF/l, de unde AF = 32/(y — z). Deci AA’ = ra Analog se de- 


duce, BB’ = T - Astfel ecuația (3) devine: 


su efectuind calculele 
Y (y + z? + yz) = 40%, (4) 
154 
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Rezolvarea sistemului compus din (1), (2), (4), conduce la 


z? = 5 (12 + VI asat — 64103), (5) 
y şi z fiind rădăcinile ecuaţiei 
20 V7 Blat — 1 
E a?) + la ) (6) 
Va £ VEF aa — 64105 l? 4 VBF asa — 64105 


Din (5) si (6) se deduce că condiţia de realitate a necunoscutelor z, y, z este 
Bat — 4lb* < 0. : 

162. Se dă un trapez isoscel ABCD in care I este punctul de întîlnire 
a diagonalelor AC, BD şi în care se notează AB = 2a, CD = 2b (a > b). 
Trapezul se roteşte în jurul medianer MIN. 
Se cere: 

19. Să se calculeze raportul dintre 
volumul generat de acest trapez și suma 
volumelor conurilor generale de triunghiu- 
rile AMI şi INC. 

2°. Notind acest raport cu m şi consi- 
derind pe a cunoscut, să se determine va- 
loarea lui b. 


Fig. 11.162 


R: 1”. Se notează înălțimea h = NM (fig. 11.162), V, şi Y, volumele conurilor 
generate de triunghiurile dreptunghice AMZ şi INC în jurul lui MN gi cu V volu- 
mul trunchiului de con generat prin rotirea trapezului în jurul lui MW. Se obţin 


7) 
rezultatele V, = Talla + d); V= ba + b); V = = (a? -+ b? -+ ab) de unde 


a? + b? -+ ab 


V V V, = . 
IVa + Va) a? -+ b? — ab 


2°. Notind raportul (1) cu m si luînd b/a = x, se obține ecuația: 
(m — 1)a? — (m + 1)xz4+ m—1=0, (2) 


Cum b < a, rezultă că z < 1 şi cum trebuie în același timp să avem z > 0, 
rezultă că z E (0, 1). Deci ecuația (2) are rădăcinile cuprinse între 0 si 1. 

m +1 
m— 1 
Condiția ca rădăcinile să fie pozitive dau m E (1, 3). l . 

Pe de altă parte, oricare ar fi una din rădăcini, cealaltă este inversa ei gi deci 
ecuația are totdeauna, pentru m determinat, o rădăcină între 0 şi 1 şi numai 
una. 

Altfel. Cum z este cuprins între 0 și 1 se poate face transformata ecuației (2) 


luînd z = —Y— gi (2) devine: 
y— 1 


Altfel. Se observă apoi că x, + za = si x,12=1, lar A=(3—m) (3m—1). 


(m — 3)y? — (m — 3)y + m — 1 = 0. (3) 


> 4 za f P i e > a - > j a j 
PRE : Ad aj : | à r Ee, Fe $ j> > y E E y Pie i A: îs x ` Ei ¿ Á A 
EAN ZRII a AA A it NA AAA S ete, 


(1) 


A 
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AA a... 


em À Tar 


me e me 
- e 


_ Pe d ta < iin Tai 


> 
= a 


some tape hirm 
pa 


$ ro rt i 


pan pn ea 
Po 


er 


Discutia ecuației (3) este redată în tabloul 


m A S | P Concluzii pentru y 
— 00 i 
i + + | Rădăcini complexe 
1/3 0 + + Vi = Ys > 0 
+ + + Yis Ya > 0 
1 + + 0 |y =0,Y2>0 
+ + nans Yi > 0, Ya < 0 
3 0 +  |———-| imbosibilitate 
— +. | + | Rădăcini complexe 
+ 00 


de unde rezultă că ecuaţia (2) are o singură rădăcină admisibilá z € (0, 1) pentru 
m € (1, 3). : 


163. Se dă un cerc O de rază r şi o coardă BC a cercului situat la dis- 
tanta OF = x de centrul cercului. 


Tangentele în B şi C la cerc întilnesc tangenta la cerc paralelă cu 


` BC, în punctele A şi D; fie E mijlocul lui AD. Se rotește trapezul A BC D 


în jurul lui EF; fie S și V respectiv aria totală și volumul solidului generat 
în acest mod. Să se determine x în așa fel încît să avem S- EF|3 — V = 
= rkr?|3, unde k este un parametru oarecare. Discuţie. 

R: Folosind teorema lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice OFC, EFC 
OEP şi OED (fig. 11.163), deducem în cele din urmă ED = CD = r V(r+a)/(r= 2). 
Acelaşi rezultat se obține considerînd triunghiurile asemenea OFC gi CHD. 
Prin rotația trapezului în jurul lui EF, obținem un trunchi de con avind 


S=x(r + 2) [r(3r — 2)/(r — 2) +r — 2] gi P = E e lr lr — x) + 2r — 2]. 


Inlocuind aceste valori în relaţia de condiţie si efectuind calculele obţinem ecuaţia 
de gradul al doilea z? + x(k + 2r) + r(r — k) = 0 de unde tabloul de discuţie: 


k` A S P Concluzii 
— 00 
+ + + Tr, Ta >0 
—8r 0 + + Ti = Za > 0 
o Z | 5 | $ || Rădăcini 
y E dE complexe 
0 0 — + Tı = Ta < 0 
+ — + Pis La <Q 
r + -— 0 tı = 0, ta <0 
-}- — — Rădăcini de 
semne contrare 
+00 i 
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164. Pe un segment de dreaptă AB se descrie un semicerc. În punctul 
B se duce tangenta BT şi se cere să se găsească pe această tangen tă un punct 
M aga fel incil unindu-l cu A şi notind cu N punctul de întilnire al lui 
AM cu semicercal, volumul obținut prin rotația figurit BNA în jurul 
lui AB să fie egal cu volumul generat de MBN. 


Fig. 11.103 Fig. 11.104 


R: Notăm MB = z (fig. 11.164). Cînd figura ANB se roteşte în jurul lui 


AB se obţine un con de volum V, la care se adaugă un segment sferic de volum Y... 
Cind figura MBN se rotește în jurul lui AB se obține un trunchi de con de volum 
V3 — Va. Trebuie deci să avem V, + V, = V, — V, sau 


V, + 20, = V, | (1) 
Se obțin următoarele rezultate: 


V, = 128 R'a/(4R2 + 2?), 
F, a Lr RR? + z?) /(4R? + 2, 


A $ Raas Ri + 12R%22 + 2%) /(4R? + 22), 


Înlocuind aceste valori în (1) și efectuînd calculele, obținem ecuația (x? + 4R2)x 


X (2% + 4R*%x* — 16R*) = 0, de unde zt + 4R?x? — 16Ri = 0 si =R —4+/5) 


Înlăturînd valorile negative, rezultă: 


z= Boo 1 + V5). (2) 


Notă. Problema se poate rezolva şi trigonometric. Dacă se notează cu « 


2 


unghiul MAB, se obțin următoarele rezultate: Y, = qe Sin? 2a cos? a; 

e se A 2 E 
V, = —R? (4 sin?a — sin? 2a cos 2a) si V, = a TR? sin“ a (4tg? a + sin? 2g- 

- 3 a | | 
+ 2tg a sin 24), 
107 
GAN 
4 


. 
DT AA Too Ai 
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valori care introduse în (1) conduc la ecuaţia cos? a = sin? «--cos? « sin? «, care, după 
: A pi A 
înlăturarea valorilor care nu convin problemei, dă tg « = = Va- 1 + V5). Cum 


MB = z = 2Rtga, rezultă că am regăsit rezultatul de la (2). 


- 165. În prelungirea diametrului AB al unui semicere AMCB cu 
raza R (fig. 11.165) se ia un punct P, la distanța OP = z de centrul 0. 


o Din Pse duce tangenta PC la semicerc. 

„ Figura AMCP se roteşte în jurul lui AB. 
19. Să se afle suprafaţa şi volumul 

„-  solidului obținut. 

A 2°, Volumul fiind de m ori mai mare 

decît al unei sfere cu raza R, se cere să se 

determine x. Discuţie. 


JR 


PE. 3. Punind m = 1/sin? a, să se afle x s 
SE „în functie de z. 

pa 41°. S=nR(z + R)?/z; 

e Să V = 7R*(x + R)?/3x. 


AN 
A Pais a P 


ToS Fig. 11.165 Fig. 11.166 

ZE: „2. x= R[2m — 1 + VEm — 1)? — 1); x este real cînd m > 1 (m = pozi- 
„7 fiv) si pentru orice m > 1, problema admite două soluţii, pentru m= 1, soluţie 
„dublă, pentru m > 1, soluţii distincte. 


> 3°. x= R(1 + cos a)?/sin? «, sau 2, = R cotg*(a/2), za = Rtg?(a/2). 
„166, Să dá un triunghi echilateral cu latura 2 cm şi se duce o perpen- 
< diculară (d) pe prelungirea uneia din laturi la distanța de 2 cm de virful 
cel mai apropiat. Se prelungesc celelalte laturi pină taie această perpen- 
diculară. 
1°. Cu cît au fost prelungite celelalte două laturi? 
„> 2". Să se calculeze aria și volumul corpului obținut prin rotirea triun- 
0 ghiului dat în jurul dreptei d. 


AS R: 1% Urmărind figura 11,166, se observă că avem: 


ta BB” AA” 
BB’ == - = e w =- “ fa = . , = 
sin 30° AN ADR BA = Mi AA sin 30° 


= 6. 
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9. Fie V = volumul cerut; avem Y = Varacp” — VAA”Bp" = 
= „Vă = : : 
sr =V3 z| 3 (32 + 2? + 3:2) = 6r V3 (s-a ținut seama că 


= PE (Ue + 394 408) — g 

AA, = V3). Aria totală = Aria laterală + Aria bazei = 245 + 127 = 36r. 
167. Fie B, b şi h respectiv baza 4 

mare, baza mică si înălțimea unui \ 

trapez isoscel avînd unghiul de bază 


de 60°. Se cere: E 
19. Să se găsească suma ariilor 


descrise de cele două baze B şi bin 
cazul cînd trapezul se roteşte în Ju- 
rul uneia din laturile neparalele. Se 
va exprima această sumă in funcţie 
de B şi b. 

22. Sá se determine b in așa fel 
încît această sumă să fie egală cu de n 
ori aria trapezului. Fig. 11.167 > 


3". Să se detegmine relația între B e : 
si h aşa fel ca valoarea lui b să fie reală. Se vor deduce limitele lui B 


în funcție de h. TAY 
— , 3 s 3 ă 
R: Din figura 11.167 se vede că AA” = b sin 60° = A DD’ pl. E 
Aria generată de baza b a trapezului este $, = 7AA”: AB’ = me = E ba x 
e VE». E n 
iar cea generată de baza B este S, = PC B?. Suma acestor arii este Si 
3 | e 
Ss ZV? pa + 82), E 
IA B—b 5 : 8 
În continuare, din figură reiese DA, = FI Pisa. h = DA, tg 60= EI (B—d) 


iar aria trapezului este Sip = LEE (B? — 02). Trebuie să avem 
t 


EJ ny3 Eo 
n= (B? — b?) = E (B°? + 39), mé 
n Ir 
s= B| |E 
n + 27 
s i è f B+b, . AN 
Aria trapezului se mal poate scrie sub forma Str = ra şi (1) devine . 


} g 
Z B + a = Fi e) 


de unde rezultă 
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sau T 
ny3 b? — nhb + n3 B? — nhB = 0. (2) 


Discriminantul ecuației (2) este 
A = nèh? — 127°?B? + ar nhB. - (3) 
Se pune apoi condiţia ca A 7 0. 


168. Fie BAC un triunghi dreptunghic în A si avind laturile egale 
cu a, b, c (notaţiile fiind cele obişnuite). Triunghiul respectiv se roteşte 
complet (360°) în jurul ipotenuzei BC, 
obtinindu-se astfel un solid P. 

În acest solid se înscrie o sferă S, st 
se circumscrie o sferă Sa. Să se calculeze: 

4°, Razele r,, ra ale sferelor S; şi Sa. 

2. Distanţa centrelor celor două sfere. 

3°. Aria convexă si volumul conului 

Fig. 11.168 care are ca vîrf centrul sferei S, şi ca bază 
cercul descris de virful A. -> 

49. Distanţa d, dintre cercurile determinate pe sfera S, de suprafe- 
tele conice corespunzătoare laturilor AC si AB. Š 

5°. Suma ariilor cercurilor de la 4°. 


R: Să găsim mai întfi relația dintre laturile triunghiului dreptunghic BAC 
si raza semicercului înscris în acest triunghi. Din figura 11.168 rezultă că A DOE 
este un pătrat. Diagonala AO a acestui pătrat este bisectoarea unghiului DAE. 
Din asemănarea triunghiurilor DOC gi ABC rezultă 


OC|BC = DOJAB, (1) 
iar din asemănarea triunghiurilor BO£ şi ABC rezultă 
BO|BC = OEJAC. (2) 


Adunînd (1) si (2) si ţinînd seama că OD = OE = R, obţinem > >> 


== - 4 1 
= RIAC + R|AB, sau R|— + — |= 1, sau 
[AC + a] oti) 


1/R =1/b + 1/c. (3) 
Pentru rezolvarea problemei se tine seama de relaţia (3), obţin îndu-se 
rezultatele: 
4%. rı = bef(b + c), ra = a/?. 


go (b — cja 
-2(0 + c) + 
. 0: nOs Va __ Tbèe(b — c) | 
Sud = fa aa aa ER (se presupune b> c) 
4%. d = beja. 
5% mi. 


160 
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pozat | 


169. Intr-o sferă de rază R este inscris un con circular drept la care 
raza bazei, înălțimea şi generatoarea sint in progresie aritmetică. Sá 
se calculeze aceste elemente. 

R: Fie R + a înălţimea conului, R + z — a raza bazei și R + x + « gene- 
ratoarca. Din ecuaţiile <? + (R+ x — a)? = Rsi (A+ z) + (R + zx — a)? = 
= (R + x + a)? se deduce « = 8/1/25 şi e = 7R/25. 

170. Se dau în acelaşi plan două cercuri. Să se arate că se pol duce 
prin aceste cercuri o infinitate de sfere ortogonale gi că produsul distan- 
telor de la centrele fiecărei perechi de sfere lu planul cercurilor este con- 
stant. Dacă cercurile sînt tangente exterioare acest produs este egal cu 
produsul razelor cercurilor. 

R: Fie O,, O, centrele celor două cercuri R,, R,, razele lor co, co, centrele 
sferelor duse prin cercul O, gi prin cercul O, respectiv, Oc = hy, Ozo = ha. 
Condiţia de ortogonalitate a sferelor este: oo? = (R? + 43) + (R? + hê), sau 
(ha F ha)? + 0,03 = R + R2 + h2 + ha (se ia semnul — sau +, după cum o, 
«a se află de acceaşi parte a planului, sau de o parte și de alta a lui). Condiţia se 
reduce la: 0,05 F 2h1h, = Ri + IÈ etc. a 

Dacá cercurile sint tangente exterioare, 0,0, = R, + R, relația devine: 
hh, = Ri Re (am luat semnul — ). Dacă cercurile sînt ortogonale 0,02 = R? + 
+ Rs relaţia dă: h,h, = 0, deci una din cele două distante este nulă. Rezultă că: 
dacă două cercuri situate în același plan sînt ortogonale, orice sferă dusă prin unul 
din ele este ortogonalá sferei care admite celălalt cere ca cerc mare — ceea ce se 
vede și direct. 

171. Să se determine raza unei sfere şi înălțimea unui cilindru ştiind 
că cele două corpuri au același volum şi că suprafața totalá a cilindrului 
este de m ori suprafața sferei. Discuţie în raport cu m. 

R: Fie R raza sferei şi r, k raza gi înălţimea cilindrului, avem ecuaţiile: 


47 R? 
= (1) 
ârmh? = 2rr(h + rje (2) 


Eliminînd pe k între (1) și (2) obținem 

4R? — 6mrR? + 3r = 0, (3) 
Discutînd ecuația (3) cu teorema lui Rolle, se ajunge la următoarele concluzii: 
— pentru m < 1 872 avem o singură rădăcină reală; 
— pentru m = Y 3/2 o rădăcină dublă R = r Y 3/2; 
— pentru m > ¡Y 32 trei rădăcini reale diferite. 


3 3 i 


11 — Culegere de probleme de matematică 


CE Scanned with OKEN Scanner 


N 


` Capitolul III 


Trigonometrie 
A O 3 CA E RAKAR NEET O E PET fapt ES A 


1. Să se verifice identitățile: 


2 sin?(45° + 2) — sin? (30° — z) — sin 15°- cos(15* + 22) = sin 2z. 
Fa. R: Primii doi termeni se transformă în produs de sumă prin diferență. 

E f: ə, cos 5° + em 25° M /3; cos 12° je V3 sin 122 ae y2. 

A cos 25” — sin 5” cos 3"—sin 3° 

at das R: La primul exerciţiu se tine seama că cos 5° = sin (90 — 5°) şi sin 5° = 


„= cos 85”, iar la cel de al doilea se va înlocui /3 prin tg 60°. 


A o PR] AO 4 sin(z — Z) = VZ. 


sin x + cos x 4 sin z — cos z 
. w T T ». a T 
R: Se tine seama că cos (= =] = COS x Cos = + sin z Sin — = 
È (4 4 
LA y2 i Pi T ¡AAA f 
pa = “z lous z + sin e) şi sin | z — A = T (sin z — cos x). Astfel prima parte 


a identității devine EEREN V-a, 


Y ¿e 1 + sin a +4- cos a a 
PERN A, percent * (¡ERE cotg ts 
eb 1 + sina — cos a 2 


R: Se înlocuiește cos a prin sin E — di (1 + sin a) prin(sin © + sin a)» 


$ . a 
sau se fine seama că 1+4-cos a= 2008 ro 


put, 
e 


UN 05 4 sin 4a | 
Gr Da DLA ET 2 cos a(cotg 2a — tg a). 
r sin a COS a 
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3 — (2 sin a — 4) (2 sin a — cos 2a) cos a 
in ——————, 
| (2 sin a + 1) (2 cos a + sin 2a) 1+ sin a 


R: Se fine seama că cos 2a = 1 — 2 sin? a şi sin 2a = 2 sin a cos a. 
7. 4 sin -4g sin? 22 + 8 sin 2x sind = 4 sin 2g — sin 8z. 
R: Se ţine seama de formulele de la exerciţiul precedent. 


` 
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E s 3z — 26 
8.2 cos 22 PA 


cos a — 2 
cos 3x + 55 
2 cosa+ 5 
R: Se inlocuiesc cosinusurile de arce multiple prin cosinusuri de arce simple, 
„sau se înmulțește membrul întîi cu numitorul din membrul al doilea și se desface 
2 cos z cos 2z in sumă si se înlocuieşte 2 cos? z cu 1 + cos 2z. 
9. Să se arate că expresia: | E 
E = cos? (x — y) + cos? (x + y) —cos 2x cos 2y nu depinde de 
arcele £, Y. i 
R: So trece de la puteri de cosinusuri la cosinusuri de arce duble; se obține 
E= 1. » 
10. Să se arate că expresiile de mai jos nu depind de k. 
k + sin a- k cos a a = a > 
A A tip =k (keZ) 2 
1+ksin a — cos a 2 j 


cos 2z — 5 cos x + 12 = 


1, 


R: Se va proceda ca la exercițiul 4. Se obține E = colg = : A 
i. E= SMerkiga sin dap — 2k, aha + E(k Ez) iz 
ktg?a +tg a Ek i j 2 3 iia 

` A = 

tg a [le + sio 20) | 

~ ' e 14 

R: Avem E = = — sin 20. $ 
$ ES Lis 2 al 

. |: +- — sin 2a ds 

costa 2 du 

¿A . 9 a2 k d r re. 

19. E=1=08 + HT. costa + 30,04, (k'eZ). i 
k + 1 + cos 2a 2 o 

i Re E = tg! a, $ 
13. Să se arate că expresia + 
cos x g Pa 

' ` EE s. tg a o 

E = 1— sin 2 = că 

£ vr. 240 

cos a lg — kp 


1 -+ 


1 — sin v 


nu depinde de x, unde x € kr, (k € Z). 


s + 
R: Se fine seama că ia a g[= + zj, sau se înlocuieşte (gt, de 
1 — sin z Br? bh, 4 2 
le si E şi cos a LEE 
unde sin z= = è 
(+ E 144 


Se găseşte E = 1. 
Să se verifice identitățile: 
14. cos 3x cos 2 + 2 sin? 2x = sin 3x7 sin z + 1. 
R: Se observă că putem scrie cos 3x Cos T- sin 3x sin zx paie — 2 sin? 2z 
ceca ce este evident, ambii membri ai identităţii fiind egali cu cos 4z. 
15. (sin x + sin 22) (2 cos t — 1) = sin 32. 
(cos z + cos 27) (2 cos x — 1) = cos 3x + (e 


(1 + cos x) (1 —2 cos z)? = cos 3x + 1. 
urile arcelor duble cu sinusuri și 'cosi- 


j | R: Se înlocuiesc consinusurile şi sinus 
tezele din membrul întii. 


nusuri de arce simple şi se dezvoltă paran 
| (cos a + cos b)? — (sin a + sin b)? = cos(a +b), a—b+ Qu 
(cos a H cos b)? + (sin a + sin b)? 


(k E€ 
A i a+ b a=b ..,. 

R: Se ţine seama că (cos a + Cos b)? = 4 cost —— cos? > şi (sina + 
hr: a + b os? a e b = Î l . t . lifi Y . r b ine 
A + sin b)? = 4 sim — e rl se înlocuieşte, se simpliiica ŞI Se O t 
y Ñ 
: „a+ b nt a+ b 
cos? t — sin“ ath = Cos 2- e cos (a + b). 

2 2 2 


Altfel. Prima parte — după dezvoltarea pătratelor — se scrie: 
cos 2a + cos 2b + 2 cos (a + d) _ 
2 + 2 cos (a — b) 
_ 2 cos (a + b) [1 + cos (a=b cas tall: 
l 2[1 + cos (a — b)] 
ia cos 3x — cos 5z 


D NN I rs E 4 sintx. 

q cos 3x + COS g 

> cos 5x — COS z 

Ba AAA =4hc08tx — A, 
3% COS dz — COS z 


R: Se transformă sumele în produse. 

SĂ 18. costx + cos? 2x + cos? 3x + cos 2r + cos 4x + cos 6x = 
e, = 6 cos z cos 2x cos 32, 

fi. R: Se înlocuiesc cosinusurile de puteri în funcţie de Arola duble si apoi se trece 
de la sume de cosinusuri la produse. 


il 164 
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19. (sin x= + sin 32) (sin 2x + sin 4x) + | 
+ (cos a + cos 3x) (cos 2x + cos 4x) = 4 cos3z, 


90. 3 + cos 2x 3 — cos 2x Ei 0, 
2 + tgle 2+ cotg?a 
> *4 . 
R: Se tine scama că2 + tg? s= 1+ y lar 24 cotg?x = 1 + . si se 
cos? y sin? z i 
înlocuieşte cos 2z cu 2 cos?z — 1 etc. 
91 cos2x + 4c0s 2 + 3 cos 2g — 4cos x + 3 Sh 
A 4 + cos 1 — cos z 
¡ 2 că 
=: Sc oheărvi că cos2x + âcosz+ 3 2(1 + cos z) ¡Cos 2x —4cos x + 3 _ 
i 1 + cosg- 1 + cosg 1 — cosz 


2(1 — cosg)? - 
= IS, 7 
1 — COS z 
Sá se înlăture nedelerminarea expresiilor: 
1 + sin 2 T 
22. E=E3M% pentru =, 
cos x + cos 3x 4 


. 0 . . v 
R: Avem o nedeterminare de forma Pu care se ridică observind că 


sin z + cos z)? sin z + cos q)? sin g + cos z A A 
p= „sina + cos a. (sina + cosab n a Sinet osz > „i: deci 


2 cos 2z cos x 2 cos z (cos?z — sin? z) 2 cos x (cos x — sin z) 


i i in 3 
93. E = Sin et sin 22 + sin z 
: cos x + cos 22 + cos 3x 


R: Se ridică nedeterminarea, observind că sin z + sin 2z + sin 3z = 
= sin 2z (2 cos z + 1) şi cos z + cos 2x + cos 3x = cos 2x(2 cos x + 1). 


Se găseşte E =/ 3. | 
24. Se consideră expresiile” următoare: 


27 
, peniru x A 


4=sinzx .tg 5z 

(m — 2z)? tg az 
Sá se determine limita către care tinde fiecare din ele, cînd x tinde către 
i i i T 
rs (Pentru prima expresie se va putea lua u = dea x). 


R: 1/8; 0, 
25, Să se arate că expresia: 


E = sin?(a + b) —4(1 — cos acos b) (1 — sin a sin b) 


este negativă sau nulă, arcele a si b fiind oarecare. 


165 
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R: Expresia se reduce la 4 sin? 2 E (es. => 2) „de unde rezultă 


-“ 


concluziile din enunţ. 
y Sá se transforme în expresii calculabile prin logaritmi 


26. E = 1 + cosa + cotg-- . 


R: E=2 co sin ($ A cos Sak 
87 n 2. h 
97. E = sin g + cos x + sin 22 + cos 2x + sin 3x + cos 3x. 
R: E=4/2 cos ed cos [2 — 2) cos (22 ah 
26 2 6 4 


98. E = sin 3a + cos 3a + sin 5a + cos 5a + sin 7a + cos 7a 
pai j cos 3a + cos Ja + cos 7a 
ad R: Trecind de la sume de sinusuri şi cosinusuri la produse, obținem: 
> 208 __ (2 cos 2a + 4) (sin 5a + cos 5a) 


ki s EA R 9 
“Său A (2 cos 2a + 1) cos da 


sin = + 5a) 


= 1 + tg ša = Ig% + lg 5a = 
t 


99. Să se stabilească o formulă calculabilă prin logaritmi pentru 
determinarea arcului x, dat de 


cos da 


sin a + sin b 


sin DP — + 
> 1 + sin a sin b 
$ $ R: Se aplică proprietățile proporțiilor, si avem: 
Jii m 1+sinz_ 4+ sin asin b + sin a + sin b 4) 
As: 1 — sin z 4 4 sin a sin b—sin a — sinb’ 


e 


iar primul membru din (1) este egal cu tg? EAS e 


Rezultă tg? (E+ =) = t ($+ is di de — SE 
4 2 2 


Să se transforme în expresii calculabile prin logaritmi sumele: 
30. sin (x + y +2) sin (x + 2y + ue x sin (x +Y)— 
— sin 2 sin (y + 2). 


R: Se transformă produsele în sume si apoi se regrupează convenabil trecin- 
du-se iarăşi la produse; se obţine 


îi A 2 cos (x + y + 2) sin (z + y) sin (y + 2). 
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3l. sina sin (b— c) tg a + sin b sin (c—a) tg b -+ 
+ sin csin (a—b) tg c, a, b, cÆ kr q (keZ) 


R: Se observă că Ñ> sin a sin (b — c) tg a = 53 sin (b — c) 
cos a 


— 9 cos a sin (b — c); dar cea de a doua sumă din membrul al doilea este nulă 


(ceca ce se poate arăta uşor transformind produsele în sume). În continuare avem 
1 4 


sin {b — c) i 
A meala ll a cos b cos c sin {b — €) = — 
25 cos a cosacos b cos e D ( ) 2 cosacos boose 
. 1 e . E 
Xx È > cos (b + c) sin (b — c) + Se > Sin 2(b — a] ; prima sumă din paranteza 


mare este nulă (ceca cese demonstrează trecînd de la produse de sinusuri şi cosinusuri 
la sume de sinusuri), iar cea de a doua sumă din paranteza mare este 
— 2 sin (a — b) sin (b — c) sin (c — a), rezultatul fiind evident. 


32. cos a sin (b —c) cotg a + cos b sin (c — a) cotg b + 
+ cos c sin (a — b) cotg c, a, b, c Æ kr, (k E 2). 

R: Procedeu analog cu exercițiul precedent. Se găseşte: 

sin (a — b) sin (b — e) sin (c — a) 
Pa sin a sin b sin e 4 

Să se verifice identitățile: 

33. Xo cos b cos c sin (b— c) = >> sinb sin c sin(b — c), su- 
mele > >referindu-se la arcele a, b, c. 


R: Se reduce la a arăta că >: cos (b + c) sin (b — c) = 0; apoi se ţine ` 


seama de exercițiul 31. 

34. sin 3(b —c) cos (b + c — 2a) + sin 3(c— a) cos (c + 
+ a— 2b) + sin 3(a — b) cos (a + b — 2) = 0. 

R: Se transformă produsele în sume. 

35. tg a tg (b — c) + tg b tg (c—a) + tg e tg (a — b) + 
+ tga tgb tg c tg(b— c) tg (c — 4) tg(a — b) = 0; 


4, b,c, a — b, b — c, cad imt ia (k e 2) 


tgb — tg cse deduce PY te a(1+ 


R: Din relaţia (1+ tgb tgc) tg (b—c) = 
Il tg (6—c). 


+ te btgc) tg(b — e) = 0; apoi se fine seama că) tg (b— c) = 

36. > sin 2a sin2(b —c) = 29` sin (a + b) sin (4 —C) sin (0-0). 

R: Se trece de la pătrate de sinusuri la cosinusuri de arce duble, apoi se fine 
seama de identitățile 31, 32, 33. 
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37. Y) sin? (b—c) =2 S cos (b — c) sin(b— a) sin(e — a) unde 


semnul de insumare > > se referă la arcele a, b, C. 
R: Scriem astfel: 2 cos (b — c) sin (b — a) sin (c — a) = cos (b — c) X 
x {cos [(b — a) — (e — a)] — cos[(b — a) + (c — a)]} = cos*(b — c) — cos (b — c)X 


X COS pte — 20) = 2 [1 4 cos 2(b — c) — cos 2(b — a) — cos 2(a — c)]e 
Avem deci: 2 Y cos (b— c) sin (b — a) sin e—a) = 2 040052 (1 
— cos 2 (a — b) — cos 2 (c — a)] = = [1 — cos 2 (014 [eos 2 (e— A+ 


-- £ [1 — cos 2 (a — b) ] = sin? (b — c) + sin? (e — a) + sin? (a — b)= y sin*(b — c) 
2 
adică tocmai membrul întîi al identității din enunț. 


38. Y` sin asin(b — c) sin (b + c— a) = 2 sin(b — c) sin(c — a) X 
xsin(a — b) semnul de însumare? , se referă la arcele a, b, €. 


R: Avem sin a sin (b — e) sin (b + e— a) = 5 sin (b — c) [2 sin a sin ( + 
i 14, 
+ e— a)] = $ sin (b — c) [eos (b +c — 2a) — cos (b + c)] = T apeo (b + 


+ = 5) $sin (6 — o) cos (b + c) ="[sin2 (b—a) +sin 2 (a — 0)1 (sin 2b — 
4 


— sin 2c), deci Y) sin a sin (b — c) sin be ID sin 2 (b — 
— 0)=— 5 ([sin 2 (b — c) + sin 2 (c — a)] + sin 2 (a — b)y = — sin (b — a) cos (a+ 


+ b — 2c) — sin (a — b) cos (a — b) = sin (a — b) [cos (a + b — 2c) — cos (a — 
— b)] = 2 sin (a — b) sin (a — c) sin (c — b) = 2 sin (b — c) sin (c — a) sin (a — b). 

39. cos 2a cos2(B + c) + cos 2b cos2(c + a) + cos 2c cos*(a + b) = 
= 2 cos(b + c) cos (c + a) cos (a + b) + cos 2a cos 2b cos 2c. 


R: Înlocuind pătratele sinusurilor şi cosinusurilor în funcție de arcele duble, 
membrul întîi al identităţii devine 


¿Dos 2a [1 + cos 2 (b + c)], sau 
Dos 2a + £ Y [cos 2 (a+ b+c) + cos? (— a + b + c)], sau 


4 1 3 
= Dos 2a + Des 2 = atd to +00 lla th t o (*) 
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Calentăm membrul al doilea al identității, descompunind produsele în sume; 


1 a 
avem: cos (b + c) [cos (2a + b -+ c) + cos (b — c)] + 3 cos 2a [cos 2 (b + c) + 


1 
+ cos 2 (b — c)], sau = [cos 2 (a + b + c) + cos 2a] + 3 (cos 2b + cos 2c) + 
y (cos? (a +b +c) + cos2 —a + bre) Ecos 2la+b — c) + cos 2(4 — b+c)], 


4 v . . . x x 
observintu-se acum că această expresie este identică cu (*). 


40.9) cos a sin (b — c) cos (b + c— a)=2 sin (b — c) sin (c—a) x 


xsin (a— ù). i | 
R: În identitatea stabilită în ex. 38, înlocuim arcele a, b, c prin complemen- 


tele lor; în acest caz sin a, sin b, sin e se înlocuiesc prin cos a, cost, COS c, 
) 
. T T 
. d i o i — El 1 7 sin — ae b mo «uo Cc [| 
iarsin (b — 0), sin (c — a), sin (a — b) biet prin > A -L = 
= — sin (b — c), respectiv — sin (e — a), — sin (a — b). În fine, sin (b + c— a), 


i d . TT ` TT - = 
sin (c + a — b), sin (a+ b — ¢) se transformă în sin| > —04 $ e î +a)= 


= sin (+ a A | = cos (—a + b -+ c) şi respectiv cos (a — b + e) şi 
2 


cos (a+b—c). | l i 
Observaţie. Identitatea din acest exemplu este o consecinţă a identi» 
tăţii din ex. 38. 
41. costa sin(b — c) + cos? b sin(e — a) + cos? c sin(a — b) = 
= sin(b — c)jsin(e — a)sin(a — b)jcos(a + b + c) 
unde a, b, c, sînt arce oarecare. 
R: Se observă că expresia din membrul întîi al identității este dezvoltarea 
determinantului 
cosa cos bh cos*c 
A =| sina sinb sinc 


cosa cosb cosc 
Dar acest determinant se mai poate scrie şi astfel: 
cos? a cos? b cos? e 


A = cosa cos b cosc| tga tgb tge |, (1) 
1 1 1 
sau, înlocuind cosinusurile în funcţie de tangente, avem 
i uit A EA 
1+tga 1-+tg?b 1+tgic 
A = cos a cos b cos c tga tg b tg c e (2) 
1 1 4 
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În determinantul din membrul al doilea din (2) scădem prima coloană din cele- 
lalte două, scoatem factorii comuni din coloanele II, III si linia intiia, apoi dez- 
voltăm după linia III-a şi obţinem ; 


:tga+tgh tge aptece 


A m PES ME MUROS Me) os a bosb cose iI T taap tat tg?c 
1 + tg?a 


4 4 
cosa cosb cose (lga—tgb) (tgb —tgc) (tge-tga) (1-tga teb-teb tec—tertoa) 
== n e a Pi 
(1+tg? a) (14-tg? b) (14tg20). 

Apoi se fine seama cá 


cos(a + b + cj = cos a cos b cosc(1 — tga tgb — tgb lgc — tge tga) 


şi înlocuind tangentele prin sinusuri si cosinusuri în (3), rezultă identitatea de 


demonstrat. i . i 
= Notă. Dezvoltarea determinantului din (2) se poate face si alttel tinind 
~ seama de identitățile cunoscute 
4 cos? a — cos? B = sin (u + E) sin (B — a) 
Dr gi 
E i ta 
A lga—tgg= sin (x — p) 
Cos « cos B 
Astfel, avînd în. vedere aceste identități, (2) — prin scăderi de coloane — devine 

7 | costa cos?b — costa coste — cos? a 
pr A = cosa cosb cosc |. tg a tgb — tga lac — tga = 

i 1 0 0 
ho | sin (a + d)sin (a — b) sin(a + c) sin (a — c) 
A | = COS a cos È cos ce sin (b — a) sin le — a) ii 
; E cosa cos b: | COS a cose 
o MP | 'sin (a + b) si | 

= — sin (a — b) sin (a — e) |.. rău ara 5 (4) 

De, . cose cos b 
A : Determinantul din (4), dezvoltat, dă: 
psy sin a (cost) — coste) --- cos a Sin 2b — sin 2e = 
i | 4 o 
de E = îi sin să a) sin (c + b) + cosa sin (b — c) cos (b + c) = 
= T “ILCOS a cos(b + e) — sina sin (b + c)] = si 
w c)] = sin (b — e) cos (a b ó 
Si Avem în definitiy ui 
5 Á = si — i i | 
Și | | de (a b) sin (b — c) sin (e — a) cos (a + b + che 
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42. Y cos 2a sin? (b—c) =2 2 cos (a + b) sin (a —c) sin (b—c). 
R: Aceeaşi indicație ca la exercițiul 36. 

Să se simplifice expresiile: 

sin æ + sin 22 + 2sin?3x -+ sin 4x + Sin 5x 


43. E = 

cos x -+ cos 2x + sin 6x + cos 4x -+ COS dz 
R: E = tg 3z: 
44, E = 2 cos? m +- h sin zocos m + cos r + sinz + 1 
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4 cos?2z — 2 sin æ cos x +3 cos + 3sinz—3 
R: Se observă că numărătorul se poate scrie sub forma (cos z + sin z) X 


x (3 cos z + sin 24-1), iar numitorul sub forma (cos z4-sin æ) (cos z—3sin z+ 3). 
fe 


z A ¿ 1 
i se notează — = t, de unde sin g = ŞI cos x= A i 
În continuare ză tg F unde sin «== 5 Fara” 7 
Înlocuind si simplificind se obţine E = tg E +=] 
Ende i T ia: E 
Altfel. Se poate înlocui de la început sin z = si Cos z = pi r 
1e o 1+, 
obtinindu-se 
> A+ 811, — 0) + (1 — 211 + 1) + 21 + 8)11 4 ap 
AU — E — 411 — (2) + 3(1 — E)(1 + 2) + 611 + 2) —.3(1 + £2)2 - 
e 214 — 6 — W 100 +4 _ (t — 2t — (e — 2)(1 + 4) _ A 
— 214 4 108 — 1447-2144 (t — 21 — 1)(£ — 2)(£ — 1) | 
T zr 
o — te — 
ET A i (2+2) 
1— t O PA 24 
O o 2 
45. Sá se calculeze: 
E = tgx + cotgB zx și 
9 p 
F, = eo sin2x + cos 4r 
a 
în funcţie de a, şliind că tg x + cotg z = 4. 
a + 112 
R: E = ala? — 3); F = [ES 
t a 
46. Știind că: sin 0 +- sing =a 
şi l cos 0 -+ cos y = b, 
A w 0 Q 4a 
s Sa LA . 
& se arale că tg 7 +85 FEF 
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R: Avem? 


A sin t 2sin Ee 
Q ds 
"reia cc e aa TU PRE ICI Y (1) 
2 IT, ATA gios 2 
2 2 2 2 
dar din relafiile din enunf, rezultá: 
oain LE Pros Ll e pi oo oog at, (2) 
2 2 2 2 
Din (2) rezultă: 
0+ọ a 
AL A Tad si 3 
tg a p (3) 
iar din (3), prin aplicarea proprietăților proporţiilor obţinem 
2 
y sin? 0+2 = MES ea d (4) 
A apb A 
Sy. Din combinarea convenabilă a relațiilor de mai sus, obținem succesiv 
= 0 A 
cos = RA cos e = = sin SEE, (5) 
2 sin te 2 cos = “ A 
Tinînd seama si de (5), rezultă imediat relația din enunț. 
BE 47. Să se arale că 
d 2 2) eo 
- arccos a? — b? + (a? + b?) cos z = 2 arctg p tg =) A 
ad pb? + (a2 — b?) cosg - a 2 
R: Notim membrul al doilea cu z si rezultă imediat tg A El te Er 
r a $ 


Se calculează apoi cos z în funcţie de tg F obtinindu-se membrul întîi al egalităţii 
din enunţ. 
48. Se consideră expresiile: 
2 aj ii 
Le tf PAE AiO 4 cos zo 
1 — sin z’ 2 cos x 1 + sing 


4°, Sá se determine valorile lui x pentru care A,B,C sînt termenii 
conseculivi al unel progresti aritmetice. 


2, Notínd cu v. valoarea lui x mai mică decit P determinată la 
punctul anterior, să se calculeze rația şi suma progresiei aritmetice cores- 
punzătoare. 
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R: 1°. z = + T + 2r, (EZ). 2 r= 2 (1 +3), Sa=n[94+ 4 3-— 


= n (1+ V 3)]. 

49. 1°. Să se verifice relaţia: 
2 cos 2a + 1 

2cosa + 1 
2. Să se aplice această relaţie la calcularea sumei: 


=> a (2 cos% — 1)» 


a v . Tr > v 
în care a reprezintă un unghi astfel ca 0 < a< z ȘI n un numar 


=2 cos a — 1. 


natural. 

3. Să se delermine limita sumei S, cînd n creşte nedefinit. 
2cos2a + 1 _ 4ros?a — 1 
2 cos a + 1 E 2cosa + 1 
2°. Putem scrie 


Sn = In (2 cos a — 1) + Inf200s = — 1) + In [2c0s = — It 


R: 1° Avem: = 2 cosa — 1. 


+ ln (2cos = — 2), (1) 
2n 
A 
şi tinind seama de rezultatul de la 1°, al n-lea termen din (1) este 
2co3 2 _ + 1 
2 A A 2cos 2 
În ———————— de unde rezultă imediat Sn = PMR. e DA 
2cos = + 1 . 2cos — + 1 
2n gn 
3°. lim Sn = jp 200520 ki, 
n+0 3 


„Știind că A, B, C sînt unghiurile unui triunghi oarecare, să se veri- 
fice identitățile: 
50. >>(cotg C — cotg B) cote (B — C) = 4. 
R: Se fine seama de identitatea > cotg B cotg C = 1, 
5l. 5 sin 2B + sin 20 — sin 24 att A ea tă 
sin: + sin?0 — sind A j 
R: Se vor stabili în prealabil identitățile: 
sin 24 + sin 2B — sin 2C = 4 sin A cos B cos C. 
sin? B + sin?C — sin? A = 2 cos A sin 2 sin C. 


P 
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A A 
52. 5 > cotg TY lg 7 — = 2 cotg 5 colg Z cotg a 
A de i r 
R: Se scrie BOT — — Es -- = 2 colg — , apoi se fine seama de relația 
Dorf m- mit colg € em IE. — cot = é 


JI 53. SO sin 4 = cos Laa — B) cos (A — C) —3 sin? sin 2 sin Al 
N l 9 $ 5 9 
=% (sin? A + sin? B + sin? C). 


54. DO cos A (cos A + J> cos 24) + 53 sin (f; sin A — 
— Y sin 24) =>) cos 34 +3 


R: Se dezvoltă parantezele și se transformă sumele în produse. 


8 MA pde 
A 2(1 — cost B — cos*C) 


2(sin B + sin C) (cos-B + cos C) 
2 cos A — cos 2B — cos 2C 


56. Nte 2 (sin B + sin C) poes B — cos C) = 
cos" A(cotg B — cotg' c) = 0. 
57.2 sin 2A = 29 sin A(D>cos A —1). 
Ad (B +$) +sin[c + 7) +sin[4 + 7)= 
HE sos EA oos 42, 


= tg A. 


9 A 
Z ; 


= 4 cos —— cos cos 
2 ya - 
E. JA w `oe ş > B C: 
| R: NA Iei crt B+ £ = sin| B + 90 ia na 
ja BC E 
d = COS . 


59. Să se arale că ducă A, B, C sint unghiurile unui triunghi, ; 
„există relaţia: 
sin? Acos (B — C) + sin? B cos (C— A) + sin? C cos (A — B) = 
= 4 sin sinB sin 
R: Scriem astfel: 
Y sin cos (B — C) = È sin? sin (B + C) cos (B— C) = 


Bi a P EEE R di AO | : 
Sd 1 — cos? A) (sin 2B + sin 20) = z2 sin 2A 7 25 inf2B cos 2C +4 
| + sin 2C cos 2B). 
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a 
y K TE A T PRE Prep sul ms. e AO a -T : 
ali aid i > AA rd Ml n d ai A O At s MIEL AS á: 


Observám că 
sin 2B cos 2C +- sin 2C cos 2B = sin 2(B + C) = sin (27 — 24) =<-=:3 sin 24: 
deci: 


m3 pa 1.0 i 9 
$` sin’A cos (B R J sin 24. 


Dar 
Y sin 24 = sin 24 + sin 2B + sin 2C = 2 sin A cos A + 2 sin (B+ C) x 
x cos (B — C) = 2 sin A [—cos (B + C) + cos (B — C)] = 4 sin A sin B sin Cai 


Să se arate că expresiile care urmează, păstrează aceeaşi valoare atunci 
cînd se permulă unghiurile A, B, C (ale unui triunghi oarecare); sá. 
se pună sub o formă simetrică valoarea comună a celor trei expresii care 
se pot forma în acest fel. 


60. E, = cos 24 — 2 cosA sinB sin C. 
E, = (cotg B — cotg C) : (cos 2B — cos 2C). 


A A 


R: E, = —1 — 2 cos A cos B cos C. i i 
A 4 ; ny: 


2 sia A sin } sin C 
GI. E, = (sin B — sin C}? + (cos B -+ cos C — 132. 
__ colg B -+ cotg C 


62. E, = sin 24 cos2(B— C) + cos? B sin 2B + cos?C sin 
E, = sin?A (sin 2B + sin 2C) + sin 2A (sin?B + sin? C). 


R: E, = 2 sin A sin B sin C. 
E, = 4 sin A sin B sin C. 


63. E = sin B(tg $ + tg) sin C (tef + te s). 


Y 


R:E=2, | yA 
do 

64. Dacă numerele sin (B + C —A), sin (C+A—B), sin(4-+B—C) 
formează o progresie arilmelică, să se arate că şi numerele tg A, 
tg B, tg C formează de asemenea o progresie aritmetică (A, B, C fiind - 
unghiurile unui triunghi). i 


,. 15 


? 
tj 
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R: Se ţine seama că sin(B 4- C — A) = sin(180?—24) = sin 24. Scriind 
apoi că numerele respective sînt în progresie aritmetică, adică avem 2sin 2B = 
= sin 24 + sin 2C se obţine, după unele transformări, relaţia 

cos B = 2 cos A cos C, ceea ce echivalează cu relaţia 2tg B = tg A + tg C. 


65. Sa se demonstreze că dacă A, B, C sint unghiurile unui triunghi, 
avem relația: 

cos A cos B cos C 

sin B sin C sin C sin A sin A sin / 


= 2, 


Eros Asin A ' 
e o S 


R: Notám cu E membrul din stînga al relaţiei; avem E = — 
sin A sin £sin C 


MERE io ed pia > sin 24 = &sin A sin B sin C, relaţia este de- 
2 sin A sin B sin C 
monstratá. | iai: 
66. Dacă A, B, C, D sint unghiurile unui patrulaler convex, existá 
relaţiile: | 
cos A cos EY tos L cos 2 = sin EH gin +A 
2 2 2 .-2 2 2 


sin 2 sin 2 + sin £ sin 2 = sin == si TA 


-i 


. R: Înmulțind în prima identitate cu 2 şi desfăcînd produsele în sume alge- 
brice, rămîne de arătat că 


At A-B C-+D C— D 


cos — + Cos y + cos + cos CS 
pss 9 
2 2 

A B i l f : 

Dar AEE o CD cel EEE si CED tii suplimen- 
= 2 2 | 
; 20: om — 7 ai 
tare; apoi cos A cos PC = cos (= Fă a) = 


= — COS == Dj astfel prima relaţie este stabilită, 


Pentru a doua identitate este suficient să arătăm că cos 2 cos 2 + 


1 C D at 2 + co 


C D . A. B ¿ i 
-+ cos — cos — = sin —sin — + sin —sin — , sau cos 
2 2 "9 2 2 2 


3 - 


== ceea ce este adevărat, finind seama de rezultatul anterior. 


C+ D 
S — = 
2 
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67. Să se arate că dacă a + b + c+ d= (2n + i)z, n fiind un 
număr natural, există relatiile: 


(sina sinb + sin a sin d) (sin a sine + sin b sin d) X (sie a sin d + 
+ sin bsin c) = sin?(a + b) sin? (a + c) sin? (a + d) =  (&in 2a + 
+ sin 2) + sin 2c + sin 2d). 


R: Transformind PRA in sume si invers, avem 


sin asin b + sin c sin d = A [cos (a — b) — cos(a + b) + cos (e — d) — cos (ce + 


a+c=b-d atd=b=e 
005 — 
2 


+ d)] = cos = 
a be+d at bed q se 
— cos ————————— cos ——————— ; ţinind seama că: 
2 ` 2 
de op > 
is IET ! SAA n -2 al, 
2 2 
J- ? — ais . to — (2n -L Ur a — 2 
a Lo b d PM l-e (dn + 1) a c] — cos (a-+e— n+1-_ à 
2 2 2 
aii 2 ri osin (a + c) = (— 1)” sin (a + o), 
= hb —-e - d — f(%n + lir— a —d 
METETE ard = trend (17 antti s 


rezultă: 
sin a sin b + sin c sin d = sin (a + c) sin (a + d). 
Analog rezultă că: Add 
sin a sine + sin bsin d = sin (a + b) sin (a + d) 
sia a sin d + sin b sin e = sin (a + b) sin (a + c), 
şi astfel prima relaţie este demonstrată. 
În continuare putem scrie 
sin 2a + sin 2b + sin 2e + sin 2d = 
= 2 [sin (a + b) cos (a — b) + sin (e + d) cos (e — 4] = 
= 2 (sin (a + b) cos (a — b) + sin [(2n + 1) — a — b] cos (c — 4)) = 
= 2sin (a + b) [cos (a — b) + cos (e — d)] = 
== — f oos E — e 
x sin (a + d) 
deci și ultima parte este demonstrată, 


= ¿sin (a + b) cos = âsin (440) sin(a4-c) x 


12 > 
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și plinirea în ambii membri 


cos z + sin (a + b) sin z = 0, de unde tg z= — 2005 a cos b 


68. Să se rezolve ecuaţiile 

sin (2 — a) + sin (x — b) = sina + sin b. 

cos (x — a) + cos (x — b) = cos a -+ cos b. 

R: În prima ecuaţie se transformă sumele în produse și se ajunge la ecuația 


a, >] = sin E b 
2 2 


sin E m. . În cea de a doua ecuaţie, se ajunge la 


cos (z — EL) = cos 2t pe deci pat pat a 


A + 2kr (k E€ Z). 


j 2 
69. tg(z — a) + tg (x — b) = tg a + tgb. 
R: Se poate considera ca o 
= (a + d) kr. 


Altfel, Se scrie ecuația sub forma tg(z — a) — tg b + tg (x — b) — tga = 0, 
de unde rezultă l l 


ecuație de gradul doi în tg z; se obține z = 


sin (z — a — b) sin (z — b — a) 
EA — res => 
cos(x — a) cosb cos(x — b) cos a 

Avem deci: EI 


sin (z — a — b) = 0 gi COS a cos (x — b) -}- cos b cos (2 — a) = 0. 
Prima ecuație dă æ = kr + (a + b), iar cea de a doua se scrie 2 cos a cos b. 


x ceca ce per- 
sin (a + b) * y 
mite rezolvarea prin logaritmi. 


70. sin (1 — a) sin (x — b) = sin a sin b. 
| cos (1 — a) cos (£ — b) = cos a cosb. 


R: În prima ecuaţie se transformă produsele de sinusuri în sume de cosinusuri 
1 Cu 2, se obţine cos (— a -b b) — cos (2% — 
= cos (a — b) — cos (a + b) l ma 
Rezultă imediat z = 2kr + (a + 


Pen tru cea de a dou 


—  — 


b) şi x= 2kzx. 
a ecuaţie se procedează la fel, obţinînd aceleaşi rezultate. 
11. tg (2 — a) te (a — b) = tga tgb. 


R: Se va considera ca o ec 


uatie de gradul doi în t „ale cărei rădăcini st 
a = 0, zs = a + bd şi deci 8 g v, ale cărei rădăcini sînt 


x= kr, z= qa + bt kr. 


72. tg (x — a) tg (1 — b) tg (x — e) + tg a tg b tec = 0. 


R: Se va considera ca 


o ecuaţie de gradul trei î dn E 
de unde x = kr. cuaţie de gradul trei în lg x, o soluţie fiind tg z = 0 
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Să se rezolve ecuațiile: 


` 73. cos z + tgx=1 + sinz. 
R: Se obțin ecuaţiile 1 — cosz = 0, tgz = 1. 


74. sinx 4- sin 2x = te s 


R: Se poate scrie sinz(1 + 2 cos a) = , de unde o soluție 


è 


T 
cos — 
2 


sin E = 0, sau z = 2kr. 


Rámine 2 cos? = + 2 cos z) = 1, sau (1 + cos q) (1 + 2 cos z) = 1, care 


„dă cos z(2 cos v +- 3) = 0, de unde soluţia acceptabilă cos s = 0, t= + = + kx. 


Altfel Se va lua ca necunoscută tg = = h>. ey 
Altfel: Se transformă în produs primul membru al ecuației si se ia apoi ca *- 


A x - O 
necunoscutá cos EN J 


” 75. sin 3x — cos 2x — sinr = 0. 
. R: Ecuația se reduce la 4sin?z — 2sin°s — 2sinx + 1 = 0, o rădăcină fiind. 
sin x =-1/2. 
Altfel. Se transformă în produs sin 3x — sin zx.» 


” 76. sing — cosg = 4 sing cosiz. 

R: Se imparte cu sin z (ceea ce este posibil căci sin z £ 0) şi se notează colg z = 
= y, rezultind ecuaţia: y? + 3y? + y — 1 = 0, ale cărei rădăcini sînt: y, = 
— 1 = — 1 y2. 

> Yz + f2. 


+17. 3 cos 22 — 8 cos? z + 5 sin sd >, 


. . . . 3 
R: Ecuația se reduce la sin s = 1 si sin z = — A 


78. cos 4x = sin? g, 

R: Ecuația se poate scrie sub forma 2 cos? 2x — 1 = 008 ie şi se ia 
apoi ca necunoscută cos 2x = y. i 

Rezultă z = =- = + kr si x= 4 1 arccos + kr. 


- - 
- 
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79. 4 cos? — 2 cos 3r — 1 =0. 
R: Notăm cos z = y si obţinem ecuaţia 16y* — 8y? — 16y? + 6y + 3=0, 
care se mai scrie sub forma: 
(ay? — 3)(4y? — 2y — 1) = 0. 


80. (sing -+ cosz) (sin 2x + cos 21) = 1 + sin 3z. 


R: Ecuația se reduce la cos x = 1. 
81. sinz + cosz + sing cosz =.1. 


R: Se serie sin z(l + cos z) = 1 — cos z, sau 4 sin cosè = = 2 sin 
. yg T T 
de unde sin = = 0 cu z= 2hr pi 2 oos! = tg (0), 
În (*) se pune ES = y şi rezultă ecuația y? + y — 0, care arc o singură 


= tg — şi deci z = 2kr ur 


rădăcină reală y, = 1 de unde tg- Fa 


d. 


82. sin (z cosx) = cos.(x sin 2) 


3 (a nj a A 4 
R: Se fine seama că sin « = cos (~ — a) şi rezultă sin x + cos t= —» 
i 2 > 


o. ai t — i 
în care se poale face substilufia sin ist ¿COS £ = ; rr Se obtina 
-i e d A [2 


EZ). 


gz = 2kr + 2 arc tg neW , (k 


83. Să se rezolve inecuaļia 
2 cos? x -+ sin 27 <1. | 
R: 1°. Ecuația se scrie cos 2x + sin 2x = 0, sau tg2x + 1 = 0. 


2%, Trebuie să avem cos 2x + sin 2x < 0, sau sin La — 22) + sin 22 < 0, 


sau încă V2 cos (5 — 22 )< 0, de unde rezultă imediat celo» ad 
A 8 8 


84. sint z + cost s + sin 22 + 4 = 0. 
2 
R: Se pleacă de la identitatea fundamentală sin? x + cost z = 1, Care se 


ridică la pătrat şi se ia ca necunoscută sin 2x = y, rezultind ecuația 1 — A y? + 
2 e 


4 ES cică 
e Aaa Fes 0, ale cărei rădăcini sînt y, = 3, ya = —1, din care convino 


numai ya = —1. N 
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85. sintx 4- sin? 2g = sin? 3x -+ sin? 4x. 
R: Se trece de la puteri de sinusuri la cosinusuri de arce multiple, apoi se 
transformă sumele în produse. Se obţine: 


a = kr, t = A + kx. 
Altfel. Se mai pot grupa sinusurile de multipli impari separat și cei de multi- 
pli pari separat; se transformá apoi în produse, obfinindu-se aceleași rezultate. 


86. cos2z + cos? 2x + cos? 3x = 1. 
R: Se trece la arce duble gi avem: 


4 + cos 27 1 cos 4x , 1 cos 6z 
a cos 22 ¡2 cos ad 00502 4 «aan 
2 2 z 
cos 2z + cos 4a + cos 6z = —1; transformăm sumele de cosinusuri în produse 


si luăm ca necunoscută cos 2x = y. Obţinem ecuația 2y? + y? — y = 0 ale cărei 
rădăcini sînt y, = 0, Y = E ,s Y = —1l. 
) 
87. costx + cos? 2g + cos? 3x = sintx + sin? 2x + sin? 3z. 
R: Transpunem termenii şi ţinem seama de formula cos 2x = cos? z — sin? z; 
se obţine cos 2x + cos 4% + cos 6z = 0, de unde rezultă ecuaţiile cos 4x= 0, 
2cos 2r + 1 =0. 
88. cos x + 2 cos 2g + 3 cos 3x + 4 cos 41 = a 
R: Se notează cos z = y şi se ajunge la o ecuaţie de gradul patru, care are: 
două rădăcini vizibile y, = 0, pp = —1- 
89. 2 + cos +2 cos 2x + 3 cos 3x = 0. 
_R: Se înlocuiesc arcele multiple prin arce simple; se pune cos z = y şi se: 
obține ecuaţia y(3y? + y —2) = 0. 
z -H 27 
90. 2 tg s — tg =. 
R 4 
i o a A a 
R: Se va lua ca necunoscută ig —- $1 Se obține x = 2kz, (k EZ), 
91. tg x + cotg z ta?2a + cotes ardă. 
tg? æ + cotgl a  igiz + cotg? x 
R: Se tine seama că: sint z + costz = 1 —2 sin? x cos? z, sin? x + cost v = 
se ia apoi ca necunoscută sin? z cos? x = y. à 
Se obține ecuația 20y? — 37y? + 16y — 2 = 0, care areo rădăcină y = Zo 
celelalte rădăcini nefiind acceptabile. 


92. cos? x + sin? x + tg2x + cotg? x + sec? a + cosec? y = 
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A : : 3 M 
R: Se ia ca necunoscută sin? x cos? a = y sise obține y = iG , de unde rezultă 


è k T 
z+ (— 1)? — y 2 riales ia pair E 


21 
¡ 4 1 Am 2 
93. cost x + sint x + tg? x + cotg? x + sec v -+ cosec z A 
R: Se ia ca necunoscutá 


sin? x cos? z = y, (*) 
şi se ajunge la ecuaţia 4y? + 15y? + 12y — 4 = 0 ale cărei rădăcini sînt + 2 si 


, din care numai ultima convine ecuaţiei (*). 
94. cosx + sin x + tgz + cotgs + sec zx + cosecx +41 = 0. 


R: Revine la rezolvarea ecuațiilor cos æ- sins +4=0 şi 1 + 
+ sin z-cos x = Q. 


9 
95, tg e SEA te z 2, 
tg z tg 2x 


9 
R: Se notează cu tg 2 


= y, se obţine: 


Me = 1 + V2; se simplificá eu tg z (ceea ce este posibil deoarece lg x0) şi se 
notează tg z = z obţinindu-se za = + (V2— 1), zu = (VI + 1). 

cos 6z + 2 cos 8z + cos 107 
OA PIPA 


sin 6x + 2 sin 8z + sin 102 
1°. Sá se arate că se reduce la E = cotg 8x. 


-2. Să serezolve ecuaţia E — V3 = 0. 
3". Să se calculeze valoarea lui E pentru x = a 


96. Se dă expresia E = și se cere: 


R: 1°. Avem E = 005 10x + cos 6x + 2 cos 8x _ 


sin 102 + sin 6z + 2 sin "Pier 
2 cos 8x cos 2x + 2 cos 8x cos 8 
a PU = 


2 sin 8x cos 2g +2 sin 8x sin, 8x 


= cole 8z. 


2°, Se găsește 8z = i de unde z = 4- z + kr . 


1 + cos £ 
3°. Avem cotg E = = 2437 
12 Te 


1 — cos — 
6 
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97. Se dau expresiile: 
E, = sin (2 + | sin [1 —2) 


E, = sin E UA a) sin [Ea] 
6 6 
si se cere: 


19. Să se exprime E, în funcţie numai de cos 2; 
22. Sá se rezolve ecuaţia 4E, — 2 cos 2z +1 =0; - 


3°. Să se calculeze valoarea raportului ® ştiind că tg r= — =: 


R: 10 costa — 2 DE Da ato yes „SI a (kEZ). 
4 2 A 39 


98. Fiind dată egalitatea 


(1 — cos x cos y)? — sin? g sin? y = (cos x — cos y)”, se cere: 
19, Sá se arate că este identitate. 
2. Tinind seama de punctul 1°, să se rezolve ecuația în u, 


u2 sin?  — 2u(1 — cos x cos y) + sin? y = 0.. 
3°. u si us fiind rădăcinile ecuaţiei de la punctul 2° să se calculeze ; 


expresia : 


Va + Vu, 


E = 
Vu — Vu 
A 97 k 
apoi să se găsească valoarea acesteia peniru z= y și A 


R: 4°. Membrul întîi se scrie [1 — cos (z + hi [1 — cos (z — y)]= 


= 4 sin? Z = Y sin? Sa Vi (cos æ — COS y)"; 
2 
sins 2 cos? Y 
4 — cos y a e _ 1+cosy __ 2. 
2, uy‘ = HP: SA ai ; 
1 — cos z E E tpo cos? — 
2 i - 
sin Z +y 
9 
2 2 ET. MO E 
- = — 1 y = Li e 
3, E= ; cînd z ŞI y 3 
sin Y 
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99. 19. Sá se reducă expresia 
E =cos(= + x) + cos (27 — 21) + sin (z — 1) + cosír + 2). 
2. Sá se rezolve ecuatia E =0. Sa se insemneze pe cercul. trigono- 
metric extremităţile arcelor care sint solutii ale acestei ecuații. 
R: 4%. E = cos 2x — cos æ; 2°. Se rezolvă ecuaţia cos 2x = cos z, de unde 
2 
3 
109, Să se determine unghiul a peniru care expresia: 
19, F = (cosg — i sina) (cos 5a + i sin 5a) 
are valoare reală. ; 
- 2. Să se arate că expresia: 


ax = 2kr, 2 = 


i Cos g sin z 4 — sin az) (1 — cos z) 
Bat E io E 
' 1 + sin z 14 COS z sin z COS T 


-> nu depinde de z. 

R: 1° sin 4 = 012 E = 1, 

101. Se dă expresia: 

E = 1 — cos 4g + sin 5 — sin y și se cere: 


y 1°. Sá se calculeze valoarea lui E pentru x = 


2. Să se transforme E într-o expresie calculabilă prin logaritmi. 
3”. Să se rezolve ecuația E = 4 sin 2g cos 3z. 


1+/2 in2z sin | Z — = o 
R: 1°, E = ¿ZE = 2 a za SS ==. TE 
E J 22E i sin2a sin (Z Z ) cos 3 =.) 
go £ = ke £, = LA are La = ur + Liz 
i PL Y 10 PR 3 - 9 ibe 


102. Se dau expresiile 
Eie. E, = tg(z + y) + te(x — y) 


E, = cotgíz + y) + cota(z — y) si se cere: 


| 

i o Y . y 

$ 1°. Sá se calenleze E, + E, sí E, — E, 

i 2. Să se arale că E = A i j 

à e: = — — nu depinde de y. 

i E E, P Y 
> y . 7 3 
3. Sá se rezolve sistemul E, =2//3, E, = 2/3 


X 


a pp ii te 
PA 
2 » 
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3, Rezultă sistemul 


ES D 
= € 
1 (= 
© 
U 
N 
ón Asin 22: cos 27 : a 

2:49 E g A ——— 
A rete : 
pa 2sin4x E 
EA Ml 5 
E z sin 2(z + y)jsin2(x — y) E 
A = 
2°, ES — pap ue colg 2r. 5 
Es Es z 


cos2y + cos2a = V3sin22 


1 e: 
cos2y — cos 2s = sina 


3 me T 
din care obținem cos2z = sin2z, sau tg2x = /3, de unde 7 = 2 + > 
Avem două cazuri: 
a) sin 2z = y3 şi cos 2g = A, cu z = z + kr, soluție pentru care 
2 2 


corespunde cos 2y = 1, cu y = ks si 


B f 2 ` . 
b) sin2x= y3 si cos 2z = — A cu x = mi kw, soluție pentru 
a ' 2 
care corespunde cos 2y = — 1, Cuy = A + k'x, unde k, k' E Z. 


103. Se dă ecuaţia 1 + cos 4x = m (sin z — cos 2)? şi se cere: 

4°, Sá se rezolve ecuaţia în funcţie de sin 2g. 

22. Pentru ce valori ale lui m ecuatia admite cele mai multe rădăcini. 

3°. Să se determine toate soluțiile ecuaţiei de la 1°, m luînd valori 
egale cu rădăcinile ecuației: | 


m2 — 10m8 + 33m? — 38m + 8 =0. 


R: 1° si 2”, Efectuind calculele, se obţin ecuaţiile sin 2x = 1 cu z = 
=>» 2 , we e v 
= (—-1)* A + kr si sin 2g =" m, de unde rezultă că trebuie să avem 
„2 = 
m 


= 2 < 1, de unde mE [0, 4]. 


3, Ecuația în m are rădăcinile m = 2, m, = 4, m = 2 + Y3. Rozul- 


j k - , f 
tă sin 2 = 0 cu z = k 2; sin 2z = 1, Cite E a IX, sin 2z = LE: 
2 4 2 


T 


kr za Vă A\k kr 
cu n= (apt —+ sin 2z = — L? cu z = (11) — + —, kEZ. , 
A (—1) A En i > z = (—1) 6 + a i 


i 
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7 
~N, 
ra 


104. Să se rezolve şi sá se discute ecuaţia: 


sin sin (Z -+ 32) = =m sin (3 z), m fiind un parametru variabil. 


R: Dezvoltind si simplificind cu 12 , obținem 


2 
cos 3x + sin 3z = m(cos æ — sin z) (1) 
` sau, 

yi l 4(costx — sina) — 3(cos & — sin a) = m(cos z — sin z). (2) 
în 3 Ecuația (2) se descompune în 
4 $ cos z — sin z = 0 (3) 
al | | | 
p fim 4(costx -+ cos z sin z + sin?x) — 3= m. (4) 


pă se Ecuația (3) se mai scrie tg x — 1 = 0, de unde rezultă z= kr + = , lar e- 
de ; A 
| ` cuafia (4) se scrie astfel: 


61 + sin 2a) =m + 3 


sau | d 


: m—1 
sin 2x = —» (5) 


Din (5) rezultă că trebuie să avem n= E[—1, 1] sau mE[—1, 3]. Astfel, solu- 


DR ecuaţiei (4) este 


gr 1 . m—i í 

de x= kn + 3 arcsin 

Sau 

e | 2k +1 to. m=1 

EA , gz. = + TE — — arcsin e 

Da pe 9 2 

3 ră je t 

pe : 105. Sá se rezolve si să se discute ecuația sin x + cos æ +sin? =m, 
E „după valorile parametrului m. 

pi ~- R; Adunăm o unitate în ambii membri ai ecuației si obţinem: 


f 5 | (sin x + cos 2) + (sin æ + cos 2)? = m + 1. (1) 
¿A 


Notăm sin z + cos x = y şi (1) devine 


Y y m-—1=0. (2) 
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Variația lui y se deduce din sin æ + cos x = y, sau 


=) VT 


sin E + z) =P y şi deci E y <1, adică 


4 
- yel-V2, V2]. 


r 
P e 
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T 
Se mai poate ajunge la acelaşi rezultat notind lg) = t şi scriind y = sin z + 


21 1 e 4 t — 4? 
; E o se =i FA să sad i 
ALE 14e 13 t? 


(3) 


Eliminind numitorul în (3) obţinem ecuaţia în t: 
(y + Y4-2+y-1=0. (4) 


Condiţia ca ecuaţia (4) (în t) sá aibă rădăcinile reale este ca 1 — (y? — 1) > 0 
de unde rezultă imediat ye[—Y2, V2]. | A 


— Y2 zU tz A 

Fácind în ecuaţia (2) transformarea z= Y E, adică y = Bata deducem . | 
y+Y2 ` 13 nA 

21+ 32, (1 +2 Fa AA 

(1 = 7]: + MOTERA — m —1 = 0, sau SS 

(m 41324) 32 — 2m+ 34 (m —YZ— 4) =0. (5) 00 

AM 

Discriminantul A al ecuaţiei (2) trebuie sá fie A>0 pentru ca y să fie real ad ¡ció 


1 + 4(m + 1)> 0, de unde me|- 7 , 00 | . Produsul şi suma rădăcinilor - 
ecuaţiei (5) sînt: pá 
m+Y2- 1” m+ Y2— 1 


Valorile lui z care convin pentru y (si deci si pentru x) sint numai cele negative AN 
(eventual nule sau infinite); putem întocmi astfel următorul tablou de discuție: 


Concluzii 


5 AY! 
pia AES + O rădăcină reală 
A 


1- V? + sai Două rădăcini reale 


a a 


1+/2 Mb EA Nici o rădăcină reală, 


f 


O dată aflat y, ecuaţia sin æ + cos æ = y dă pe z; aceaslă ecuație se poate 
2 
. . .. . * . 2 * y 
rezolva multiplicind ambii membri cu =; se obţine z sin 2 + o cos gz = 
V> T Va x 
= yo sau cos [ta] =-=7y de unde rezultă x (această metodă permi- 


te a găsi şi în alt mod intervalul de variaţie a lui y; într-adevăr, trebuie 
Vo po e 
ca —yE[—1, 1], de unde rezultă ye[—/2, VZ]. 
106. Sá se rezolve si să se discute ecuaţiile: 
sin x + sin 3z = m sin 2z. 
R; me[—2, 2]. i 
107. m(sin x + sin 3x) = sin 2x + sin 4z. 
Caz particular m = 1. 


R: Se transformă sumele de sinusuri în produse şi se ia apoi ca necunoscută 
cos x = y, ajungîndu-se la ecuaţia 4y? — 2my — 1 = 0, în care se aplică transfor- 


= 
marea z=Y 


y + 1 l 
108. sing + sin 2g + sin 3z = m sin z. 


Caz particular m = 4(3 + y3). 


R: Se imparte cu sin z (de unde sin z = 0) si apoi se înlocuieşte sin? z prin 
1 — cos? x, obtinindu-se o ecuație de gradul doi, în care se va face transformarea 
e MoT 


dan = , unde am notat y = sin z. 
y 


109. Se dă ecuaţia: 
m cos 6x + (4 —m) sin 3z + 2 — m = Q0. 


1°. Sá se rezolve ecuaţia. | 

2. Sá se afle valorile. lui m peniru „care toate soluţiile sînt reale. 

10) v . .. . . A . Å y 

3". Să se scrie soluţiile particulare cuprinse între 0 si 360° pentru 
m = 2/2. 


R; 1°. Se face substitutia 3z = y si se obține sin y, = E] „Sin y= — 
m 


> 
3 


to | mo 


e 2 > 
2”. Trebuie ca —1 < = SI, sau —22M>2; 8, q= 15°; 45°; 135°; 165°; 255°; 2850, 
} 


110. 1°, Să se rezolve ecuaţia 
: , , 2 
sinzc + (m? — 1) sin? 2% + sin? 3x = => 
m fiind un parametru real, 


188 . 
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Pa. 


2. Sá se determine soluțiile pentru care: 


—— 


4 E + Va i 
sin g + coss = || —— , oricare ar fim. 


3°, Să se arate că singurele soluții ale ecuaţiei date pentru care 


9 fo i 
sin z + COST = ¡aa sint cele obtinute la punctul 22. 


FS Sa 2 > 
R: 1° cos 2r = ROR cos 2r = E, % sindz= 3; 
3°. Verificare direct. 
111. sin? z + sin? 2z = m sin? 3z. 


Caz particular m = 3. 


R: Se înlocuiesc sinusurile de arce multiple cu sinusuri de arce simple; se 
imparte cu sin?z (de unde rezultă imediat sin?z = 0) si apoise notează sin? z = y 
obtinindu-se ecuaţia: 16 my? + 4(1 — 6m)y + 9m — 5 = 0, in care se face trans- 


formarea z = 
y 
112. sint x + cost x = m(sin? x + cos! 2). 
R: Se ia ca necunoscută auxiliară sin z cos z = y şi se obține ecuația 


mom 


(3m — 2)y* + 1 — m = 0, în care se face transformarea z= 


(sin z COS z 
# y +- 


| : ; 4 1 
rămînînd cuprins în intervalul |- T? A . 
Alttel. Se poate lua ca necunoscută auxiliară sin 2z = u si ecuaţia respectivă 
devine (3m — 2)u? + 4(1 — m) = 0, adică sin 2z = + 2 mn şi condi- 
m — 


aa 41 — ; — 1 
tiile problemei sînt (i = m, ŞI şi EA Z 0. 


3m — 2 m— a 


113. tg 3x = m tg 2z. 
Caz particular m = ne 


R: Se ia ca necunoscută tg x = y şi se ajunge la ecuaţia bipătrată y? + 2(3m — 
— 2)y? — 2m + 3 = 0 ale cărei rădăcini sint 


—— 
Yisa = + Va — 3m + Von? — 10m + 1. 
139 


` 
s pa 
IO tm mer me i ia cc nt ct 
E di 


CE Scanned with OKEN Scanner 


114. tg x + tg2x = m tg 3z. 
Caz particular m = 1. 


R: Se împarte cu tg x (rezultind tg x = 0) si apoi se noteaz 
nîndu-se astfel ecuaţia (3 — m)y? + 2(2m — 5)y + 3(1 — m) 


— n 


cini sînt y = 3, yo = 
3— m 


mE(—o 41] U (3, + oo). 
115. Se dă ecuaţia 


o E A d 


s de unde rezultă că trebuie să avem 


tex —4(p +1) tg s+ q(p + 1)? =0, 


unde p şi q sint doi parametri reali. Se cere: 


á lg? z = y, obti- 
= 0 ale cărei rădă- 


(1) 


1°. Sá se discute soluţiile ecuaţiei (1) pentru toate valorile posibile 


ale parametrilor p si q. 


2°. Să se rezolve ecuaţia în cazul cînd p = cos 24 și q = 4 cos 4a, 


(a este dal). 


3. În particular, să se găsească rădăcinile ecuaţiei (1), cînd in 2 


v T 
luăm a = =. 
8 


R. 1° Discutia este dată în tabelul ce urmează: 


P | q [A=4—p|P=9(p+1)? s = 4(p + 1) 
af ei a 
-H — — 
—1 + 0 0 
+ — + 
0 E pi 0 + 
-+ -+ + 
4 0 + + 


2” lg zı = 4 cos% (1 $ V2 sin 2a) = 2(1 + cos 20)(1 + VZ sin2a). 


3%. tg zı = 4(2 + Va), tgz: = 0. 

116. Să se rezolve sistemele de ecuații: 
x cos 2a + y sin 2a = sin 3a 
a cos 3a + y Sin 3a = sin 4a. 

R: z = sin a,y = cos a. 

117. cos d+ ysin a= cosa 


zx cos 3a + y sin 3a = cos a. 
R: x= cos 2a, y = sin 2a. 
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2. <0, Ze > 0 
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118. z cos b -+ y sin b = sin (a + b) 
| z sin b + y cos b = cos (a — b): 
R: z = sin a, y = Cos a. 
119. sin?z + sin?y = 1 
cos 2x cos 2y = —4 i 


- 


R: Se trece de la puteri de sinusuri la cosinusuri de arce duble apoi se iau ca 
. 1 
necunoscute cos 2z, cos 2y. Obtinem cos 22 = + — , Cos 2y=Ł4 ze 


tad . La 


120. Sá se rezolve sistemul: 

Va A 
2 z` 

sin v + sin y = 1 


sin (1 +y) = 


determinindu-se toate soluțiile. 


R: Din prima Soap rezultă z + y = 60°; nt dezvoltă cea de a doua 
EEN Rezultă: a = — = k -+ (—1)* 5, y=(—1 y ~ — — , (k EZ). 


121. COS 2 cos y = — 


cos 2x -+ cos 2y = 0. E 


i E y2 
R: Se iau ca necunoscute cos z, cos y şi obținem cos æ = + y sya 


=+ 2. 


122. sin 2x + sin 2y = 1 
tex+te y =1. 
R: Se vor lua ca necunoscute tg z, tg y; se obţin ecuaţiile tg z, = 0, tg y, = 1. 
tg z: = 1, lg ya =0. 
123. Sá se rezolve sistemul: 
tgz +tgy=—2/3 
cotg x + cotg y = 2V3. 
R: Se ajunge la tg s = 2—3, tgy=-— (2 + V5), de unde z = kx to şi 


br 
bari (ku Ka EZ). 
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124. Se dau relaţiile: 4 sin x sin y = 3 și 4 cosa cos y = —1, 


Se cere: | e 
49, Să se calculeze valorile expresiilor: 


şi 


E, =1tg 2 tg y 


E, = sin 2g sin 2y 


2. Să se calculeze cos (x + y) și cos (zt — y). 


3. Sá se determine toate unghiurile x şi y care verifică relațiile date. 


R: E, = —3; E, = — Š ; ovs (z + y) = —1; cos (e — y) = 


. 9 
L kr, y= ttk si 2= + In, y = E + ln, 


125. Sá se rezolve sistemele de ecuații: 


e4y42r=14 
x cosa cosb + y cosa sinb + ¿sina = Q0 


. x cosa cosc + y cosasinc + zsing = 0. 


b+e ' . b+c 
cos + AA 
9 
R: z= k ———, y = k ——» 
cos a cos a 
b—e 
COS 
2 cosa 
z= — ; , unde k = 
sina 


1 + cotg? a cos? 


b — c 
9 


3” 


126. z sin (b—c) + y sin (c—a) + z sin (a — b) = 0 
x sin (b—c) tg (b +c) + y sin (c—a) tg (ce + a) + 


+ z sin (a — b) tg (a+ b)=0 
z cos (b —c) + y cos (c — a) + z cos (a — b) = 
= cos 2a + cos 2b + cos 2c. 
R: z= cos (b + c), y = cos (e + a), z = cos(a + b). 
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gzsina -+ ysinb + zsin c=0 
x sin? a + y sin? b -+z sintc + gyz = 0. 
R: z = sin b — sin c, y = sin c — sin a, z = sina — sin b. 


1 27 
cq=-= + 
3 


Sen 


inlc 


de 1 
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128. Sá se rezolve sistemul 


tex to y tez 
he =—=,tT+YyY+2=T. 


a c 
R: Din tg (2 + y + 2) = 0, rezultă 
tg z+ tg y + tg z= tg z tg y tgz. (1 
Se notează cu £ valoarea comună a celor trei rapoarte din enunț şi avem: 
_— igx = at, lg y = bt, tg z= ct. 2) 
Înlocuim (2) în (1) si obținem: 
[abet? — (a + b + ejJt = 0 (3) 


de unde rezultă 4 = 0 gi 
abel? — (a + b +c) = 0. (37) 
Pentru 4 = 0, avem tg z = tg y=tg:=0 gi 
z= kr , y = kar , 3 = (1 — ki — Rare 
Asupra celorlalte valori ale lui £ trebuie luate in considerare anumite cazuri: 


e r .a+b+re E 
a) Niciunul din numerele a, b, c nu este nul şi d său > 0; în acest caz 
Cuc 
a -=b4+c 
1 == «Ll Ja x be ? (4) 
Pro e | abc 


Dar, din (2) rezultă că x = arctg at + kyz, y = arctg bt + kan, z = arctg ct + kyz; 
l —T 


cum tg (x -H y + z) = 0, rezultă că arctg at -+ arctg bt + arctg ct =f 0 . 


T 
Astfel, dacă a, b, c > 0 suma arctangentelor este egală cu 7, dacă în fața radicalului . 


din (a) luăm semnul + si este egală cu — z dacă in fața aceluiaşi radical luăm 
semnul —. 

Din condiţia din enunţ x + y + 2 ==, unul din parametri poate fi exprimat 
în funcţie de ceilalți doi (numere întreg! arbitrare). 

b) Dacă cel puţin unul din numerele a, b, c este nul, dar a + b + c =Æ 0, 
atunci ecuaţia (3) nu are soluții. | j 

c) Dacă cel puțin unul din numerele a, b, c este nul sia + b + c = 0, atunci 
ecuația (3°) este identic satisfăcută. 

Astfel, dacă a = 0- ṣì b + c #0, avem tg z = 0, tg y = — tg z de unde 
x= kır si y = — z + k, sau y = —2 + (1 — kı)= (tinind seama că x + y + 
+ 3 = 7). Analog pentru cazurile cînd b = 0 şia + c Æ0, sauc = 0 şia + b 0. 


Să se arate că intre elementele unui triunghi oarecare ABC există 
relațiile: 
alb + c) be +a) , cla+ b)__ 4 


129,———— 

ralry + Pe) Pyle + Ta) rela + Tp) 

alb — ec) ` ble — a) ela — b) _ 9. 
ral", — Pre) rare — Pa) relra — 7y) | 
Ñ S 
R: Se tine seama că ra = , 
p—a 
13 — Culegere de probleme de matematică i 193 
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1 
` 

PRT. 

pai 


S 
pi 
P: 
a Us, 
Es 
8 
m 4 
s 


B 12) A o C 
130. b cos? Č + c cos? — = c cost — + a cost — = 
2 2 2 az 
| 
3 q copt 22 +- b cos2 &. 
2 2 
_B și 
a? colg 2 + b? cotg — + e? cotg — 
2 2 2 
=a+b+c. 
a cotg A + b cotg B + c cotg C 
C Ae pe ul | „A _plp—a) 
R: La primul exerciţiu se ţine seama de formula cos de 7 , sau 


| Ü B | 
se va observa că putem scrie 2 b cos? — + 2e cos? 7 = b(1 + cosC) + e(1 + cos B) = 
=a+b+ec=2p de unde rezultă:— din motive de simetrie — că cele trei 
egalități au aceeaşi valoare comună p. f 
Pentru cel de al doilea exercițiu se va tine seama de formula cote? 3 


pl: A 
= pip — a) sau se va observa că 2) acost ==) a(1 + cos A) = 2p + 
(p — Blip — €) 
25 r 
si 24 = 2 4R sin A sin B sin C =:2 — = 2pļ|1 z). 
+ R sin 24 p+ sin A si p + =: p| Er 


SAAB C ¡92 
Apoi, D cos A =1 + 4 sin E sin sin =1 +4 


a. b e a+b+e E 
e el a FIA re 


1 1 | 1 
Ip 
ab ac be 2Rr 
R: În primul exerciţiu se fine seama că ra = si analog r,, re; lar în 
p=a 
cel de al doilea se ţine seama că abc = 4RS =-4Rpr = 2Rr (a + b + c). 
139, ar, —.bra dde bre — cr, de Cra — are MENS 
ara — bry br, — Cre > Cre — ara 
a(br, —cro) o b(cr, — arg) clara — bry) 
ral — rg) Tolre—73) rela R) 


R: Se înlocuiesc ra, r,, re cu valorile din exercițiul precedent. 


. raha __ 
138. a ara > bn 
1 


sue 03 a. 2 1 : 
R: Se vor stabili în prealabil identitățile de forma T + —, din care 
d b r 
se vor scoate ha, hb, he. E = 
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134. (b + c) sin? £ + (c + a) sin: + (a + b) sint? =p. 


R: Se tine seama că paire 2 Aa el 
2 be 
ASA 


= Ý (b + c)(1 — cos A} = 


y Be + 


- 


CE Scanned with OKEN Scanner 


- 


Altfel: Avem Y > (b + c) sin? 


e.s 
r 4 


ie b +e) =p. 


atcotg 2 + bicotg — ME c2 cotg 2 i 
cutre treo a SS 
ed 25 E c? cotg £ -a ig A 

2  R+ra 
A. Ric Pai 


Pgz roi tg Eat colg 2 
o 


136. E ES 
= Tarte To pr Te — Po. 
Babe 


A B C =5. 
(2p +'a) tg E +(2p + b) tg Z + (2p + e) g 


137. (a tgB — 2r) (b tgC — 2r) (ctg A — 2r) = 
= (a tg C — 2r) (b tgA — 2r) (c tg B — 2r). 
(a tg B — 2) (b tgC — 2r,) (c tgA — 2r,) să 
= — (a tac — 2r,) (b tg A — 2r,)(c tg B — 2r,). 


R: Se va observa că a tg B — 2r = 


4as atb=e . 
E 0 A - -I=-—— — = ? o O 
et + al — b? 27 ar + ca pa i iara te B — 2r = 
E... OMS PEE T PIE A a 
ce + a — hb aè + 02 — b? 


138. Fie ABC un triunghi înscris într-un cerc şi P intersecția media- e A 
toarei laturii BC cu tangenta în A pus cerc. de 


ui y e . ; 2 
Să se arate că există relația sin APE e 
~ 


sin APB 


3 l / 195 


R: Se scriu relaţiile sinusului în triunghiurile APB, APC gi avem 


fi im, 
sin A, _ sin APC sin A, _ Sin APB > (5 
3 —— = — 
PC AC PB AB 


dar sin A, = sin C, PC = PB si deci relațiile (*) devin: 


N A ARA nei 
+ sin APC AC sinB/PC AC? 


PN pa A a aria E, 
sin APB AB sin C/PC AB? 
139. Fie H ortocentrul triunghiului ABC, iar A”, B’, C’ picioarele 
înălțimilor; să se demonstreze relația: 


i HB > HA d: PACTE TEN 
A AB- AC BC-BA'  CA'CB 
sa R: Se reduce la a arăta că 2 cotg B cotg C = 1. 
nA 140. Fie ca, a, unghiurile formate de mediana AA” a triunghiului 
ER ABC cu laturile AB, AC, iar fr, Bos $U Yis Ya unghiurile analoge celorlalte 
= mediane. Să se demoustreze relațiile 
cote a, + colg a cota 9, + cote Ba cote y, + cote ya 
a Y A fr, 
m? my me 
- > 2m? 
ka R: Se arată că cotg a, + colg «s = Da 
j 141. În triunghiul ABC se duce mediana AA”; să se arate că există 
| relaţiile: 
| ~N i > a 
| A 1 7 IPR : AN, Im” 
aj Sin BA4' AC. b) cotg BAA' + cotglAA' = L, 


na 
sin Cad” 48 | 


R: Se folosesc relaţiile sinusului în triunghiurile AA'B, AA'C. 


ABC cu punctele de contact A”, B',C' ale cercului înscris cu laturile 
opuse. Să se arate că: 


i 
Es 
4D 
EP 
ER 
SY A 
9 să 
kt 
E RA 
5 
Ri 


pe-a - 
— 


i: NEUE sin sin 2 sin $, 
Li MA: MB’ MO 2 2 2 

1 d i "FU > _ bip — 

i SN R: Se va observa că 44 = a _ do 1% o o. 
Îi MA i + a(p — a 

i / p=b pre 


"şi încă două relaţii analoge. 
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142. Fie M intersecţia dreptelor care unesc virfurile unui triunghi 
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1437 În interiorul unui cere cu centrul O se ia un punct fix P prin 
care se duc două coarde variabile AB, CD care fac un unghi de 45”. Sá 
se demonstreze (trigonometric) că 

(aria OAC) + (aria OBD} = const. 


; N 
R: Avem: aria (OAC) = e sin AOC, aria (0BD) = ai R? sin OD iar 
y 2 


cele două unghiuri au suma 90? sau 270". 

144, Fie A’, B', C, picioarele înălțimilor unui triunghi ABC; 
A,, Az proiecţiile lui A' pe AB, AC; B,, B, acelea ale lui B' pe BC, 
BA şi asemănător Cı, Ca proiecţiile lui C' pe CA, CB. Să se demon- 
streze că avem relația: 

a?-(A'A,A,) + 0? -(B'B,B,) +: (C'C,C,) = = i 
R: Avem: (44,4) = $ A'A, A'A sin A == h? cos B cos C sin A = 
o (2 
= fală cos B cos C sin A, de unde a?-(4'4,4)) = 28? cos B cos C sin A. Deci 


= 
o 


$3 


R? 


a: 
> a- (4'414) = 2.52 9 cos B cos C sin A = 2$? sin A sin B sin C = —. 
145. Să se demonstreze că în orice triunghi există relația 
(aria 1,1,1,) r = (aria I [,L¿Jr, = (aria I A 
= (aria I 1,1,)r, = (aria ABC) 2R. 


R: Presupunem că unghiurile triunghiului sînt ascuţite. Notăm cu M, N, P 
picioarele înălțimilor triunghiului ABC, cu H ortocentrul și O centrul cercului 


ABC. Avem: aria (ABC) = aria (ONAP) + aria (OPBM) + aria (OMNC).. 


Patrulaterul PNCB este inscriptibil; ducem tangenta ` AT la cercul O si 
N N N ESC Ai e ema 
avem TAN = ABC = ANP, iar OH LNP. Rezultă aria (ONAP) = pe OA: NP, 


AA 1 — == . 3 
aria (OPBM) = 2-03-PM, aria (OMNC) = — OC: MN gi deci 


vo | 


aria (ABC) = + RUIN + NP + PM). (1) 


În cazul triunghiului obtuzunghi demonstraţia este analogă. 
Notaţiile fiind cele cunoscute, putem scrie 
aria (ABC) = pr = (p — a)ra = (p = b)ro= (p — che; 
aria (LalpL¿) =p 2R; > 
aria (1101) = (p — a) '2R; (2) 
aria (Zale) = (P — b)-2R; 
aria (Jal) = (p — 9) 2P. | | | 
Elim in înd să », lo — a), (p — b) le — c) din (2) obținem egalitatea din 
enunț, 


- 
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146. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar R,, 
R,, Ra razele cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC, COA, AOB. 
Să se arate că avem relaţia: | 


CA | 
Ri p3 Ri + RR: RR, 


R: Se găseşte R, = şi încă două relații analoge pentru R», Ry; 


: 2 cos A 
4 es | apoi se fine seama ci) cost = 1 — 2 cos A cos B cos C. 
eN 147, Fie R,,R,, Ra, razele cercurilor circumscrise triunghiurilor 
ES BIC, CIA, AIB, unde I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC 
5% Sá se arate că: 
Uy abc o a 
ES Rez RR RRR 
A) > AER 
= Fă >. . . 2 , 
Je: PI R: Avem NS i d = 2R sin “7 
| 2 ar 2r i 2 
sin —sin—  2sin—sin— 


şi încă două relaţii analoge. 
148. Să se arate că în orice triunghi ABC există relația 


ca 2(sin B — sinC) 
te IOl, = € 1 
g 10l, = £ 2 cos A — 1 
(notatitle fiind cele obişnuite). 
R: În triunghiul 0/1, avem: 


f 
A. 
hs 


R: 

nagi E AAA AA A. 

(Fed, TI? = 01 + 012 — 2 OI Ola cos (1014) 

ză A Pe 77 c 

e 01 'Ola sin (IOlIa) = Jla-R sin (04). 
1% A În triunghiurile 407, AOI, avem: 

E: Y F, 77 SA 

4 i OP = R 4 AP — 2R- AI cos (OAI) 

W JI? = R? 4+ AR — 2R. Al cos (OAI) 
FS - 

ÚS 


na 
pre 


KN 
de unde se scoate tg (101,). 


29" - a 
si - 
- 
N SE f 
y de fi d - y mn 
> - 
J es è Pe, a 


198 


CE Scanned with OKEN Scanner 


In triunghiul ABC avem: 


—— — — „PN eE EM 
cos — cos E 
2 
at, Ai: Al = PP = unt sin B sin C, 414 Ar = PL 
a A 
RTS Basry cos — 
= 2 
R B 
A AR capi 23 E 
A F > 
cos — cos — 
2 2 


| Pas 
înlocuind acestea în expresia care dă tg (707a) rezultă relația din enunț. 
Notă. Dacă lo, 1, sînt centrele celorlalte cercuri exinscrise triunghiului 


AN olsi i 
ABC, avem tg (1101,¿) = 2(sin B+ sin 0) 
2 cos A +1 


149. Fie x, y, z distanțele centrului I al cercului înscris intr-un 
triunghi ABC a virfurile*) acestuia şi a y”, z en ortocentrulut 
H la laturi. Să se demonstreze relațiile: 


1°, . X> atat + (a + boat =2 Y > abe?y?. 
X. 2yz O) az’) + abe >) a” (OD ax”)? = 4b. 
R: 1%. Avem 

2r cos £ 4Rr cos É. 


r de 


si asemánátor pentru y, 2. ` 
Se ține seama de formula 


b + 
cos dl cos 2] 1 — cos? + cos — |/ 1 — cos? — ~ „care rafionalizatá, dă: + 
2 Li 


A A A B C or DOR 
MU 2 A cost 2 4 cosi—= cost — cost — =0. (2): 
y costa 2 Y cost + Pak n AA : Si 


Din (1) si (2) rezultă prima relaţie e enunţ. 


„Avem z’ = 2R cos A şi asemănător y”, 3°. Se foloseşte apoi identitatea XX 


i Son A= 1 — 2 cos A cos B cos C în care se înlocuieşte cos A prin o cosB 


A y’ A , gz’ abc abec 
rin — si cos C prin — , lar R prin — = + 
PR? PR! Pas aaa | 


* Coordonatele tripolare ale punctului Z. 
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150. Sá se arate că în orice triunghi ABC diferenţa cotangentelor 
unghiurilor pe care mediana AM le face cu laturile adiacente este egală 
cu diferența cotangentelor unghiurilor adiacente celei de a treia laturi. 


ad + e? — b? _ a? + b2 — c2 
R: Avem cotg B = PRT SAE , cotg C FETTI si deci 
(2— b2 
co g g E ( 
k EN AB? + AM? — MB? : 
Apoi, cog MAB =—————: 
25 
ss. 7 2 ZN b2 -L 30? —a? 
IM = 1 (39 2) — La ET r S deci cotg MAB == 
A aa Ce e g = 
ZN AAA 
Analog cotg MAC = —————— şi deci 
ZN AN  (2_p 
cotg MAB— cotg MAC = * a ? 9) 


de unde rezultă imediat că (1) şi (2) sînt egale. 


151. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC, iar R,, R,,R. 


razele cercurilor circumscrise triunghiurilor GBC, GCA. GAB. 


yd se 
demonsireze că există relațiile: 


MaRa __ mhRob __ M,R, 
a b * c ` 
2 
3 Mb > 3 Mo'a 
R: Se va observa că Ra = ; 


152. Să se arate că 


laturile triunghiului ortic al unui tr iunghi ABC 
sint date de expresiile: 


a” = a cos A, b' = b cos B,c' = = c cos C, 


tar aria si raza acestui triunghi sînt date de expresiile: 


S’ = 25 cos A cos B cos C, 


Li 


r = 2R cos A cos B cos C. 


R: Se va observa că raza cercului circumscris triunghiului ortic este 


wa 


3 da . 
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153. În triunghiul ABC se duc tangente la cercul înscris, paralele 
cu laturile opuse ale triunghiului; fie pu, Pa: P3 semiperimetrele : r 
ra Ta razele cercurilor înscrise și S,, Sa; Sa ariile corespunzătoare celor 
trei triunghiuri mici formate. Să se demonstreze că avem relațiile: 


Pı + Pa + P3 =P, i 
ri Hra + r =r, 
Si + Sa + S = S. 


R: Se va observa că rapoartele de asemă i iuri ici 
acţ å ) mănare ale triunghiurilor mi y 
triunghiul dat sint respectiv = ci, faţă de 


ha—?2r hb—2r  hp—2?r 
? e E TE 


ha hb ho 
Apoi se va tine seama de relația cunoscută E + a + A sl 
ha hè mne r’ 


154. Prin perechile de virfuri (B,C) (C, A) (A, B) ale unui triunghi 
i í , C), (C, , ngh 
ABC se duc irei cercuri O,, Os, O, de raze RA Ra, Ry şi care se faie 


sub unghiurile œ, B, y respectiv a + Ô, AO, = 180°, ete. 


Fie ta, ty, le tangentele lor comune, luate două cite două şi limitate de 
punctele de contact. Să se arate că: 
Ri RC Rat 


q 2 | 
cos? — cos? — cos? Y 
2 2 


sd 


v w o a = v 7 
R: Se va arăta că 2 = 4R,Ry cos? z ŞI asemănător tb, to. 


155. Dacá cercurile precedente trec prin O, centrul cercului ABC, 
sá se arale că: 


A B C 
COS — COS — Cos — 
2 2 2 


TINA PAIN 
sil, cos A cos B cos C 


tar dacă aceleași cercuri trec prin 1, centrul cercului înscris în ABC, 
Su se arale că: 


: . B G 
t? sin A tó sin — t? sin — 
a 9 ) 2 0 2 
— A .n— A r—C 
cos: -= . cos? cos? 
4 4 4 
. A e B S G 
= 16 R? sin —sin sin e 
G) 2 2 
> 201 
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156. Dacă ta, ty, î sint tangentele comune duse la cercurile care 
au ca diametri latur ile unui triunghi si limitate la punctele de contact, 
există relaţiile: 


e bai a he 
pd, 
ra Tb To 
Doo RE 
— = — = == r, 
Ta Pb Pc 
añ. bt cl 
== = = abc. 
. 2 A . 2 B . o 
sin* — sın“ — sın“ — 
2 2 2 


R: Se va arăta mai întîi că ta = (p — b) (p — c) şi asemănător Ihr To 


157. Dacă cercul înscris. într-un triunghi ABC trece prin centrul, 


de greutate G, avem relaţia 


5(a? + b2 + e?) = 6(ab + be + ca). 
R: M fiind un punct oarecare din triunghiul ABC, avem relația MA? + 
4 ME? + MO = GA + GB: + GC? + 38/6?. | 


Dacă M coincide cu centrul 1 al o înscris, avem: IA? = (p — a)? +' 


4 r?gi analog 18%, 1C*, apoi >) Ga: = — -D a?, Dar prin ipoteză IG =r. 


| 158. Fie A”, B', C' mijloacele irita unui triunghi ABC şi 1 
„centrul cercului înscris. Să se arate că: 


p? + 3r2 — 12Rr 


Tan + 7152 + 109= 2, 


Dacă cercul înscris trece prin centrul de greutate G, avem: 
TA? + IB" + 109 = Ettr, 
2 


R: Fie «, B, y punctele de contact ale cercului: Z cu laturile BC, CA, AB; 


i din triunghiul dre ptunghic JA’ a rezultă: 


TA’? = la? + ad”? = r? + i (b — c)2, 
Degi 


— Sat - Y 2 — 35 
9 149 = 3r pF = în + Se, (1) 
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“lelă la BC. 


Dar, 
sa a (p. = lp Blip 0) e pp. Pat pibe — ate 
P P 
== p?’ + Y> be— 4rr. (2) A 
Scoatem din (2) pe >) be şi substituim în (1). Dacă b= r, avem 4r? = 
= p? — 16Rr. B 


159. Să se găsească relaţia care există între unghiurile unui triunghi 
al cărui ortocentru este situat pe cercul înscris. 


R: Fie d distanța de la ortocentru la cercul înscris; avem formula: d? = 
= 4R? + 2 — s (a? + b? + c2). 
Dar, a = 2R sin A, b = 2R sin B, c = 2R sin C şi trebuie să avem: 
d =r = 4R sin A sin 2 gin É > 
2 2 2 
deci: relaţia căutată este: Ya 


2+ 8 sin? 2 sins Š sin? S — (sin? A + sin? B + sin? C) Hi, 


dd i vis 
i Î A 2 9 | . . A > a] 
Tinind seama că > , COS A = 1 — 2 cos A cos B cos C putem scrie 4 sint=.+ Piu 
ari O ; | Bae 
.sin?— sin? — = cos A cos B cos C, de unde rezultă EE 
2 |] 
J i [i pf. i 
1 — Y) cos A + 5) cos A cos B — 3 cos A cos B cos C = 0. E 
` , < 4 


160. În triunghiul ABC latura BC este fixă, iar tg B+tgC= S 
= constant. f Fo | Nada 
Să se arate că ortocentrul triunghiului descrie o paralelă la BC. | 


sin Á a 
R: Se deduce ——————— = const. sau ——————— = Const. 
cos B cos C 2 R cos B cos C 


2 R cos B cos C = const. 


161. În triunghiul ABC latura BC este fixă, iar - cotg 2 + 


+ cotg Ê = const. 


Să se arate că centrul cercului înscris al triunghiului descrie o para- 
i i i A Pis 
R: Se stabilesc mai întîi formulele cotg i = £ şi încă două analoge. 
r 
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162. Într-un cerc de rază R se duce tangenta AT într-un punct A, 
precum şi o coardă BC căreia îi corespunde la centru unghiul 2x (v. = 
= ascuțit). | 

19, Să se calculeze în funcţie de R și a lungimea coardei BC şi distanța 
OM de la centrul cercului la coardă. 

22. Din B, M,C se duc perpendicularele BB", MM”, CC” pe tan- 
genta AT. Să se determine poziţia coardei BC, astfel încit arta trapezului 

BB'C'C, să aibă o valoare dată a?. Discuţie. 


R: 1% În triunghiul dreptunghic BMO 
(fig. 111.162), avem OM = R cos «,BC = 2 R-sin a. 
2°. Notám cu ß unghiul AOM şi avem 


aria (BB'CC") = z (BE + CC) PU = 
= MM’: BC. 
Dar MM’ = MM” = OA — OM” = R — 


— OM” şi din triunghiul dreptunghic MM”O, 


deducem OM” = OM cos B = R cos a cos f; 
MM’ = R — R cos a *cos B = 2R sin a cos f si 
prin urmare 

aria (BB'C'C) = 2R? sin a cos f (1 — 
Fig. III. 162 cos « cos pB) = a?. (1) 

Rezolvind (1) se obţine 

R? sin a + VR sinta — 2a? FE sin cosa. 
2R? sin « cos « 


cos B = 
Rădăcinile (2) sînt reale dacă ` 
2a? < Re tg OC; (3) 
si sînt pozitive dacă '2a2R? sin a cos a > 0, ceea ce are loc, deoarece a < 90°. Rădă- 

cinile din (2) sînt mai mici decît 1 (cos < 1) cînd 
a? Z 2R? sina (1 — cos a). (4) 

Tinínd seama de (3) şi (4) rezultă că 2R? sin a (1 — cos a) < a? si R? tga 
(valorile minimă şi maximă ale ariei trapezului BB’C’C). 

163. Fie R,, R, razele a două cercuri O,, O, care se taie în A si B; 
se notează cu o. unghiul O, AO, și cu d distanța de la punctul A la ung 
din tangentele comune. Să se arate că avem: 

2R,R, sin? £ 
$) 
d A NN a 
R, + R, + 2V R,R:' cos Š 
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R: Notăm cu 7,7, o tangentă comună şi ducem perpendiculara AM pe raza 
O,T,; rezultă d = MT, = R — R, COS a, unde a, = A0,7,. Se vede că a = 


Pat a ; 5 ZN 
= f,0,0, — 40,0», de unde se calculează cos a, observind că cos (7,0,0,) = 


— 


fad i TE o= a a 
Ri sin (70,0) = Li, 0,0: = Ri + R} — 2RR, cosa=(R,+R,)— 
0,0, x 0,0, 


Pra: v . a A . 

1614 Două cercuri de raze R,, R, sint secante in A, B; fie Ti, Ta 
o tangentá comună. 

Sá se determine în funcţie de R,, R, unghiul a sub care se taie cele 
două cercuri astfel ca TiTa = AB. 

R: Fie d distanţa centrelor celor două cercuri; avem 7,7, =Vd* — (R, — R):, 
>, R, ; 

AB = 232 sina; d? = RÌ+ R} + 2R,R, cos a. 

165. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi ABC se iau punctele 
A', B', C' care împart aceste laturi in rapoartele l, m,n. Să se arate 
că aria S' a triunghiului A'B'C' este dată de formula 

pi | — lmn Ss . 
(1 — (1 — mj(t — n) 

R: Se presupune mai întii că A“, B’, C sint între virfuri şi se scrie $” = 
= S — aria (AB'C”) — aria (BC'A”) — aria (CA*B”), apoi se va observa că aria 
==? 
AB- AC 

166. Fie A unul din punctele comune a două cercuri de raze R,, Ro, 
care se taie sub unghiul o; o secantá dusă prin A taie cercurile în M 
si N. Dacă se notează AM = x, AN = y, să se arate că există relația 


erai] oma = 


R: Dacă f, y sînt unghiurile formate de secantă cu tangentele în A la cercuri, 
se observă că a + B- y= m, deci cos? a + cos? B + cos? y = 1 — 2 cos a cos B cos y 
sau cos? B +- cos? y + 2 cosa cos B cos y = sin?a. Se înlocuiesc apoi cos a = 


(ABC): S = tc. 


n 
E 
=> 

| 


ga y 

2R, 2R, 
T Să se arate că între elementele unui triunghi oarecare ABC, 
există relatia 


sin (4 — B) aeb 
sin (4 + B) c* 


R: Se tine seama că a = 2R sin A ete. 
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168. Laturile unui triunghi ABC verifică relaţia 
2a? = 02 + c2; 


„să se arate că: 
19. Unghiul A este mai mic de 60°. 
20, Există relația cos 2A + cos A cos (B — C) = 0. 


4 2 2 __ A2 2 2 
ds R: 1°. Din relaţia cos A = oa ti steril a , rezultă imediat cos A= be. 
14 ES 4be 
A 2 
=~- trebuie deci să arătăm că Tte =, ceea ce este evident căci (b — c)? > 0. 

A NA c 


2. Din cos 2B + cos 2C = 2 cos 2A rezultă 2 cos (B + C) cos(B — C) = 
= 2 cos 24, deci cos 24 + cos A cos (B — C) = 0, ceea ce trebuia de arătat. 


169. Laturile unui triunghi ABC verifică relaţiile: 
5a? = 5b? + 02; 3b =3e +e. 

1°. Sá se arate:cá în acest triunghi avem 
tgA=3, tg B=2,. tg C =1. 


27. Ortocentrul acestui triunghi este pe mijlocul înălțimii ha. 


ţie numai de a. 


170. Dacă laturile unui iriunghi ABC sînt în progresie aritmetică 
„Ca = b + cc), există relațiile: m ` 


A B=C B C 

2 sin— = cos ——; tg —tg — 

2 zii Ba Bia 

R: Pentru prima relaţie se pleacă de la relația 2 sin A = sin B + sin C; 


h z: pentru cea dẹ a doua se ține seama că p — b == [lp — a) + (p — c)] si deci 


Dt (542), 


Ta Te 


2 . . . . 
+ cotg (45° — B) = ———— atunci triunghiul este dreptunghic. 
1 — cotg C 


R: Se înlocuiește cotg (45 — B) prin tg (45° + B) şi avem 


1 + cotg C 


tg (45° + B) = 
l ) 1 — cotg C 


(*) 


R: Se deduce: b? = = at, cè = = a?; se exprimă aria triunghiului în func- 


mb Pb 2 
ION Să se arate că dacă într-un triunghi avem relaţia 1 + 
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l 
ie 
= îi] sai d x i PR En Vid 
PEA dep fe add AMES 
o A EON NN CĂ Pate ra AA Pd 
IN deus HUIDA 4 AE ID IRA dad 


\ > 


Înlocuind colg C prin , membrul al doilea din (*) devine— TT = 
— tg H 


= — tg (45° + C) = tg [180° — (45° 4- C)]; avem deci 45° + B = 135° — C, 
sau B + C = 90°. 


Să se arate că dacă între unghiurile unui triunghi există relatia 
cos” B + cos C = sin B + sin C, atunci triunghiul este ' dreptunghic. 
BECA BRO 

2 
= 1 gi deci B + C = 90° 


COS 


R: Se observă că relaţia dată se scrie: 2cos: 


-L e al C 4 Pi 
= x hn = de unde rezultă tg £ + 
2 2 


= 2 sin 


. e 2 B—C 
[se tine seamá cá cos $ o) / 


176. Să se arate că dacă aria unui triunghi este dată de relaţia 4S = 
= d sin 2B, atunci: triunghiul este dreptunghic. 
R: Se tine seama de formula 2S = ac sin B. 


124. Sá se arate că dacă între unghiurile unui triunghi există relația 


cos? 4 + cos? B + cos? C = 1, atunci triunghiul este- dreptunghic. 
R: Se va tine seama că E cos? A = 1 — cos A cos B cos C. 
. A. Să se arate că dacă într-un triunghi există una din relaţiile 
sin“ = sin 2B sin 2C, 4rr, = a?, atunci triunghiul este isoscel. 
E: Se înlocuiește sin? în funcţie de cos 24: gi se ajunge la cos2(B — C) = 1. 
157 Să se arate că dacă într-un triunghi A BC avem una din relaţiile: 
a) sin C = cos A + cos B, 
sau i, 
b) sin A = sin B+sinc 
cos B + cos C “i 
triunghiul este dreptunghic, iar dacă există relaţia 
„€) sin A = 2 sin B cos C 
triunghiul este isoscel. 


= 2 cos COS 
2 2 


R: Relaţia a) se scrie 2 sin £ cos x AB. ¿AFB 


A—B 


2 


Cos 


Zizi sin £40, rezultă că = sau B + CsA. 


2 
Relaţia b) se scrie 


2 sin COS cos = 
„A 2 2 2 
AN A e sr la 2 

2 - B sm O . A 

: 2 cos COS — sın — 

2 2 2 
d dei A . Ay a 
e unde rezultă imediat sin ==> 4 = 90%, 


Se 


y uzi 


Apă 


i 
PR eg r, 
TR 


Ay? 
A 


ma af 


ET 
Pi 
ze 


e? f! 
tp n É 
ES RIA zi 


“4 


CE Scanned with OKEN Scanner 


În relaţia c) se înlocuiesc unghiurile prin laturi (transformindu-se mai întii 


. > e. d . . 
sin A in 2 sin — cos E și analog sin B). 


Altfel. Se fine seama că: sind = 2 sin B cos C se mai scrie sin B cos C + 
+ sin C cos B ='2 sin B cos C, sau sin (B — C) = 0, de unde B = C. 


177. Dacă într-un triunghi ABC există relaţia 
b=c cosf30° + 5) cos [30* S 


alunci există și relațiile A = 2C; a? =c(b + c). 
178. Să se arate că dacă într-un triunghi ABC există relaţia 
(Ta + Ty F Tora — To + Pel Ar, + Fo — Te) + 8rarpre = 0 
alunci perimetral triunghiului este egal cu r, + r, + Ye» 
R: Se tine seama că >> rarv = p?; rezultă (> ra)? = 4p?. 
Se poate nota ra + rb + re = o şi condiţia din enunţ devine (6 — 2ra) (s—2rp) x 
X (6 — 2r0) + 8 rarbr, = 0 


i Dacă în triunghiul ABC există relatia a = d/2, să se arate că: 
1°. Mediana AA” face cu latura BC un unghi egal cu A; 
2°. Existá relația costA = cos 2B. | 


MOREA cy 2 , a ui pu A 
R: Se arată că ma = E) , apoi se aplică relaţia sinusului. 


150. Dacă în triunghiul ABC avem a>b>c, atunci există relaţiile 


b/m — hi = cm =h + am =È, 
AER = ER Ae m T, 
bl mè — hi a 'e Von? — he + al mé — hi . 
c+a a+b b+c 
R: Se arată că a? — b? = 2c]/m2 — hi şi încă două relații analoge. 


181, Laturile unui triunghi dreptunghic formează o progresie arit- 
| metica; să se calculeze unghiurile ascuțite ale triunghiului. 
Să se trateze chestiunea analogă înlocuind progresia aritmetică prin 
una geomelrică. | 
R: Dacă laturile unui triunghi sînt în progresie aritmetică, atunci și sinusurile 
unghiurilor corespunzătoare sînt în progresie aritmetică (demonstraţia se face cu 
ajutorul teoremei sinusurilor). În cazul triunghiului dreptunghic avem: 


2 sin B = sia A + sin C, 
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sau p 
4(1 — cos? B) = (1 + cosB)?. 
În cazul progresiei geometrice se scrie 
sin?B = sin A sin C. 
Notă. Singurele triunghiuri dreptunghice care satisfac prima condiție 
sînt acelea ale căror laturi sint proporţionale cu numerele 3; 4; 5. Într-adevăr, 
plecind de la egalităţile 


2sinB =1 + sin C = 1 -+ cosB, 


rezultă 
4 sin — cos Zn 2 “ cos? A 
2 2 
wh B qe 
si cum Cos B Æ 0, rămîne tg — = Aa , care dă sin B = 2 , cos B = 3 etc. 
2 2 2 s 5 5 
; e VS—1 1. $ 
Pentru progresia geometrică se găseşte sin C = S =% sin 18° şi în acest 


fel se poate construi unghiul C. 


r oi se rezolve un triunghi dreptunghi cunoscind suma p a celor 
două catete şt suma m a două segmente de dreaptă care duse din vîrful 
unghiului drept, împart ipotenuza în trei părți egale. Generalizare. 


R: Fie D, E punctele care împart ipotenuza BC a triunghiului ABC, în trei 
părţi egale BD, DE, EC şi tie a, b, c laturile triunghiului ABC. . 
Dacă se proiectează D în D’ pe AB avem DD’ = $ b, AD'= 2 c, de unde 
$ 3 


AD? = > (402 + d2), AL? == (c? + 402). 


Ecuațiile problemei sînt deci: 


Väe? + pe + Ve + 4b? = 3m = Vai + 3c2 + Vaz + 362 
b+e=p, B e=. 
Prima dă succesiv: 


Von = 2a? + 3(0? + c?) + Wat + 3a*(b* + c?) + 96%? = 


= 5a? + a+ Bat + Jis ea 2) , 
2 


(p? + 3m?) (p? — 3m?) 
2(p*— 5m?) 


a? = 


Se cunoaşte astfel a si b+c. 
Generalizare, 
_Presupunem 4 dat, dar oarecare. Avem (teorema lui Stewart) 482-CD + 


+ AC?-BD = AD*-BC + BD:DC. BC de unde se scoate AD. 
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Se obţin ușor ecuaţiile: 


b+e=p 
| | b? + e? — 2bc cosa = a?, 


de unde se scoate piná la urmá 


pr a 


VH s q = (o cost 2 + qm?p? cos A — p* sin? 5) Jm? [o — 8 cos? 5) — p? 


A 183. Într-un triunghi dreptunghic ABC, avind A = 90° şi laturile 
YA h 

Es ` notate cu a, b, c, se cunoaște raportul“ sa Lp m, (m > 1). 

TA i Cc E 


Se cere: 


+ $ EN 
Perpu 


TA: 19. Să se calculeze tg Ë în funcţie de m. 
ls 2 
s Ad , A , A á Fă 
Ki 2 Ce valori trebuie să aibă m pentru ca B să fie: 30°, 45°, 60°. 
qa 3 E ass 
Big") 2m=32,1412, V3+2. 


184. Se considerá un: triunghi dreptunghic ABC, A fiind virful 
unghiului drept. Cateta AC se împarte în trei părţi egale prin punctele 
M, şi Ma, adică AM, = Mi Ma = M,C. Se notează cu m, = XCBM, 
și M, = ICBM.,.. 


A PR SI 1°. Să se calculeze tg m, și te m, în funcţie numai de tg B. 2%. Dacă 
om =T/6 sá se determine unghiul B. 
a B B 
A R: 1°. PEET ER tgm, = 22; 2. p= 60. 
TRAS. 3 + tg?B 3 + 2tg?B 


A "185. Se dă un triunghi ABC dreptunghic în A gi perpendicularele 
O in B şi C la planul triunghiului. Sá se găsească pe aceste perpendicu- 
„dare, de aceeași parte a planului ABC, punctele B', C' astfel ca unghiul 
„n B'AC' să fie egal cu un unghi dat «si ca aria triunghiului B'AC' = k2. 
A __R: Laturile a”, b”, e” ale triunghiului BAC” au expresiile/a? + (z = y)?» 
$ f Vo: 4 zt, VF y”, unde 


O ee 


z = CC, y = BB”. 


Înlocuind aceste valori în: 


-A Wa 4 er — a 12 
Să COS g = DA k? = — b'c’ sin « 
2b'c' i. -2 
210 
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avem 
y s 2h? 
EI EP II AT SEP Vi Si 0 = => 
Y (6* + a?)(e? + y?) V(02 + z2)(c2 + y?) 
de unde xy = 2k? cotg a, cla? + b?y? = 4k? — bc? etc. 
186. Sá se rezolve triunghiul ABC ştiind că unghiurile sînt in pro- 
gresie aritmetică şi că i 


sin A + sin B + sin C = 2 3V/2+ 2/3 +8) 


COS œ = 


a+ b+e=3/2+4+2V3+V5. 
R: A = 75°; B = 60%; C = 45° şia=V6+V2; b=2/3 si c = 2/2. 
187. Se dă un iriunghi isoscel ABC (AB = AC), care are baza 


BC = 2a şi unghiul ABC = z. Din punctul O mijlocul bazei BC, se - 


duc perpenducularele OD şi OE respectiv pe laturile AB şi AC. 

1°. Să se afle aria triunghiului OED în funcție de a si z. 

2°. Să se determine unghiul x astfel ca aria triunghiului OED să 
fie 3/16 din aria triunghiului ABC. 


R: 1°. a? sin? z tos z; 2°. x = 30°. 
188. Într-un triunghi isoscel există relația: 
l cos A +- 2 m cos B=t 


în care A este un unghi de la virf şi l, m, t numere pozitive iar m >2l. 
1°. Sá se calculeze unghiurile triunghiului pentru t= m + > 


2°. Considerind pe t variabil, iar pe m si l fixe, să se determine intre ~ 
ce limite trebuie să parieze t pentru ca problema să admită o soluţie reală. 


„R: 1°. Triunghiul este echilateral cînd t = m + =; 2%. ¢ ELO, 21]. 


189. Se dă un triunghi echilateral ABC de latură a. Pe latura BC 
se ia un punct P si se notează cu ọ unghiul PAC. 

19. Să se calculeze laturile triunghiului APC în funcţie de a si o. 

2". Fie M mijlocul laturii AC» Să se arate că oricare ar fi unghiul 
pg artile triunghiurilor APM şi PMC sînt egale. 

3". Sá se determine unghiul ọ astfel ca aria triunghiului APM să 
fie egală cu 1/4 din aria triunghiului ABC. 

R: 1°, Se foloseşte teorema sinusurilor şi rezultă: 

a AP PC 


— 


sin (60% + e) sin60% sing 
2°, Cele două triunghiuri au baza si înălțimea egale, 


14x - 931 


CE Scanned with OKEN Scanner 


i 1 a asinọ sin 60° q 
3r Aria (APM) > l — 1 å E ralind 1 C a2V 3 3 
22 ao Penna) cu E re 
zultă g/= 30°. 
t Sá se rezolve un triunghi ABC, cunoscind b + c = 2s, înălțimea 


AH =h şi mediana AM = m. 
R: 1°. Avem: b + c = 2s ' 


| a? 
b? + e = 2m? + — 
9 


b2 — c2 = 2an > 


n fiind lungimea HM = Vm? — 72. 


Rezolvind gásim a = 2s le Sk m? 
s? — n? 
2*. Unghiurile B şi C se pot calcula din relațiile 
1 1 2s on 


= — cote B — cote C= = 
sin B - sin C h- a di h 


care se pot transforma în 
sin B +sinC 2s sin(C — B) 2n 
. . = ha , . Lă = P 
sin B sin C h sin B sin C. h 


Impártim și rezultă sin da sin e mil sau sin Ea Cos a 


$ 


| n 2 2 2 
„sa -iE E s- ME pe 
w Z [Sins o sin aril. Eliminînd pe sin z C se găseşte: 
h 2 2 2 t 
C — B hn 
tg —— = —o 
2 sin? 


191. 1%. Să se rezolve un triunghi ABC in care se cunosc latura a, 
perimetrul 2p și un unghi. 

o Y . . 

2". Sá se rezolve problema si geometric. 

R| 1%. Presupunem că unghiul dat este opus laturii a; în acest caz b + c = 
= 2p e ȘI rezolvarea triunghiului nu comportă nici o dificultate. 

Dacă se cunoaște însă un unghi alăturat laturii a, de exemplu unghiul B, 


atunci relaţia tg? B_ (p — a) (p — e) 
2 


în care se cunosc B, p, p — a, deducem: 
plp — b) r 


pe 2 (1) 
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Aplicind proprietăţile proporţiilor în (1) se obţine 


înc: bine alb 20) ae, 


B 
DB. 20 (2) 


Din (2) rezultă apoi b. 
92. În cazul cînd se cunosc unghiul B, a şi 2p se descrie un semicerc Cu dia- 


metrul B0 = a; se duce apoi coarda CC” = a sin B = cunoscut. Pe BC” (prelun- 
git) se ia BD = 2p — a şi se uneşte D cu C. Pe mijlocul Æ al lui CD se duce o 
perpendiculară, care taie pe BD în A. Triunghiul căutat este ABC. 


— . . n , 
19% Într-un triunghi ABC se dau a, A și produsul b(b + c) = K?. 
19. Să se determine prin calcul b şi c. Discuţie. 
22. Să se trateze problema şi geometric. 
R: 1°. Eliminăm pe c între ecuaţiile b(b + c) = K? şi a? = b? + cè — 2be X 
x cos A, obtinind 4b* cost £ — b (a cost] + K?= 0 de unde 


~ 


PORN, ONE 28 NN. III INI ap OR e SE E 8 
d E sA 
8b? cost Î = al + 4K? cost É + E + 8a? Koos? £ — 164? cos? z sin? = S 


-i “i yA 


Se observá cá radicalul se anuleazá pentru 


p A A A 
aè = — 4K? cos? z- + 4K? cos y» 


deci valorile lui b? nu sînt reale decit dacă 


A 
a: > 4K? cos $1 — cos s) 


Această condiție este suficientă deoarece valorile lui b? trebuie să fie în 
acelaşi timp pozitive, ceea ce atrage, K? > b?; dacă se înlocuieşte b? prin valoarea 
sa, se vede cá radicalul trebuie sà fie luat cu semnul — şi se găseşte condiția 

o AA 
a? > 2K?sin? — « 
2 


2°, Se prelungește BA cu AD = AC; în triunghiul BDC se cunosc unghiul 


N _ ARAS Á 5? 
BDO — 4 » latura BC = a şi produsul BD: DC = 2K? oa .« Pe o coardă BC = 
2 | 


: „i, A > . 
= a se construieşte segmentul capabil de unghiul Ti dacá R este raza cercului, 


înălțimea coboritá din D pe BC va fi egală cu: 


Dai Ricos A 
BD: DC — 2 
2R R 
213 
: P . 


Du. 
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Această ináltime trebuie să fie mai mică decit R (1 + cos z) şi mai mare 
decit distanța de la centrul cercului la BC. 
«1°. Sá se rezolve un triunghi ABC cun 
jimule ce pleacă din celelalte două virfuri. 
2°. Să se rezolve problema si geometric. 
R: 1°. Prespunem cunoscute elementele A, hb, ho; avem re 
he = b sin A şi apoi sin B me 2. sin A. | 


oscind un unghi şi înăl- 


= ce sin A, 


ps | 
2”. Se construieşte unghiul A; prin 4 se duce o perpendiculară pe AC, pe care 


luăm segmentul AM egal cu înălțimea ce pleacă din vîrful B. Apoi ducem prin M 
o paralelă la AC, care taie pe AB în punctul B. Triunghiul căutat este ABC. 


Printre toate triunghiurile dreptunghice ABC de aceeaşi ipo- 


tenuză BC, care este acela în care produsul laturii AB prin bisectoarea 
unghiului opus C este mazim? 


R: Dacă CD este bisectoarea unghiului C avem: 


AB: DO = 2 atsin E cos C = a: V21 = cos 0] wsTC. 


i pia . cos € 
Maximul expresiei de sub radical are loc cind 4 — cos C = » de unde 
R 9 


G) 
cos C = E C = 48°12°23”, 


- — 


E 9 
Prin urmare AC = 2 BC. 


di] 


Se mai poate pleca de la relaţia AB? - DC? = 2ub*( 


b a — 


a — b); acest produs fiind 
maxim cind ya 


b 2 
do unge Ba: 


195 să se găsească minimul lungimii bisectoarei unuia din unghiurile 


ascuțite ale unui triunghi dreptunghic, în care înălțimea corespunzăloare 
¿potenuzel este cunoscută. 


: : ia a AB h 
R: Fie x bisectoarea unghiului B; avem x= 2 z T 
; cos y sin Bcos3 
Minimul lui z are loc cînd produsul 
| ua a B 
sin? B cos? =- , (1) 
9 


„este maxim. Dar (1) se mai poate scrie si sub forma 


4 sin: 2 ( — sin? E 


— 


(2) 
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| ar a = Ž h V3 [cos B= , AB = 2C); 


Cum factorii ce compun pe (2) au o valoare constantă, (1) este maxim cînd 


sin* Z 1 sin” > B 1 
Pe 2, de unde rezultă imediat sin == $ B = 7031*40”,, 
4 2 2 y3 


—— 


3 


Ne 196. Să se calculeze unghiurile ascuţite ale unui triunghi dreptunghic, 
ştiind că suma volumelor conurilor rezultate din rotirea triunghiului — 
succesiv, în jurul catetelor — este de m ori volumul corpului născut prin 
rotirea triunghiului în jurul ipotenuzei. Discuţie. Caz particular: m = 3. 

R: Se exprimă volumele conurilor rezultate în funcţie de a şi sin 2B; obţinem, 


2 
ecuația 1 -+ sin 2B = — sin? 2B de unde rezultá B. 
4 


"197. Se dă un triunghi echilateral ABC de latură a, prin. virfurile 
căruia se duc dreptele AA', BB', CC”, (punctele A', B', C' aflindu-se 


' E Sa ce 
respectiv pe BC, CA, AB) astfel ca BAA’ = CBB' = ACC" = a, unde: 


a este un unghi dat. Dreptele AA”, BB', CC" se întretaie două cite două. 


formînd un triunghi A".B"C"”. 


Să se calculeze în funcţie de a si «~ ariile triunghiurilor A'B'C' 38 
A"B"C" gi să se determine unghiul « astfel ca dreplele AA”, BB', CC" -XN 


să fie concurente. 


R: Cele două triunghiuri sînt echilaterale; laturile lor se calculează cu- relațiile 


sinusului. 

30 dreaptá arbitrară dusă prin centrul dreptunghiului ABCD 
taid laturile opuse AB, CD, în M, N și laturile BC, AD în P, Q. Să 
se demonstreze că: 


Ab”? EE BC? A 
PQ? MN? 
AMAR AB a E 
R: Notá = MPB; observa că —= Sin «, ——— = COS a. 
Notăm a = MPB; se va e PO ’ TIN 


199. Pe cercul circumscris dreptunghiului ABCD se ia un punct ` 


arbitrar M ; să se demonstreze relaţia 


cos AMÈ sin MAR sin MBA + cos BMC sin MBC sia MCB + à 


+ cos CMD sin MED sin MDU + cos DMA sin MDA sin MAD = 4 


R: Se tine seama că într-un triunghi ABC avem relaţia cos A sinB sin C = A obr 
ade cosA b+ oa , N 


4 R? 8R? 
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200. Se dá dreptunghiul ABCD, avind dimensiunile ZE pula 


BC =b. Pe laturile BC, CD se iau lungimile BM = z, CN = 
Dacă a este unul din unghiurile formale de dreptele AM, "BN Fi se 
ab — zy 


arate că sing = O 
V(a2 + 2?)(02 + y?) 


Sá se afle apoi condiția ca “dreptele AM, BN să fie perpendiculare. 


R: Dacă P este intersecţia celor două drepte, se va considera unghiul « ca 
exterior faţă de triunghiul PAB. 


201. Fie ABCD un romb avind diagonalele AC = 2a, BD = 2b, 
iar M un punct mobil pe cercul înscris în romb. Dacă se notează 
„ON ZO 
a = AMC, B = BMD, să se arate că există relația 
atea + b5to2f = 4a?b?(a? + 02). 
Ce devine această relaţie în cazul pătratului? 
ab E 
? Va? + b? 
202. Diagonalele 2a, 2b ale unui romb sint văzute sub unghiurile 
a, B dintr-un punct situat la distanța c de centrul rombului. Sá se arate că 
b? (a? — c2) tg2a + a(b? — c2)tp2f = ha? b?e?, 
R: A se vedea exercitiul precedent. 


208. Sá se arate că suma ariilor dreptunghiurilor înscrise în acelaşi 
cerc şi avind cite una din laturi egală cu cite o latură a unui triunghi 
înscris în același cerc, este egală. cu de & ori aria triunghiului. 


: Ínáltimile celor trei dreptunghiuri sînt respectiv 2R cos A, 2R cos B, 


R: Se va observa că raza cercului înscris în romb este egală cu 


2R ai `C. 


+ Dacă a, B sînt bazele unui trapez, T, y diagonalele acestuia să 
se arate că există relația: 


z? + ye la + B) 


coso = 
P 22y 
unde q este unghiul diagonalelor. 


Caz particular: q = = (trapez ortodiagonal), 


R: Se va forma un triunghi ale cărui laturi sînt x, y şi (« + B) prelungind 
una din baze. 


205. Pe diagonala AD a unui pătrat ABDE se ia punctul C astfel 
ca CD = AD. 


216 
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În triunghiul ABC astfel format, notind elementele sale obişnuit, 
să se arate că 

1°. tgA = 1, tg B = 2, tgC =3. 

 S=h—a = aa 


3°. Triunghiul ortic are laturile proporționale cu 3, 4, 5. 
4. Raza cercului înscris în triunghiul ortic este 1/5 din raza cercului 
circumscris triunghiului ABC. 


206. Fie $ aria unui poligon regulat convex cu n laturi, iar S’ aria 
poligonului care are ca virfuri mijloacele laturilor primului poligon. 
Să se arate că avem relația 


S’ = S sin Z 
2n 


R: Se va exprima latura şi apotema poligonului înscris, in funcție de latura 
si apotema poligonului circumscris. 

207. În patrulaterul ABCD se notează cu a, b, c, d laturile, cu x, y 
diagonalele, cu ọ unghiul acestora, cu h,, ha distantele virfurilor la dia- 
sonale zx Și as Ra distanţele. virfurilor la diagonala 1 y. Sá se arate că: 


În + ha + hg hi = (x + y) sino. 
9. În + hs -- ho =— Y . 


2 
T. 


. ha + ha g 
3 $ 4 (hi + hy) (hy + m). 
2 sin ọ A 
4°. hahahaha = ZT sin A sin B sin C sin D. ” 


208. Folosind notatitle de la exerciţiul precedent, sá se arate că aria 
patrulaterului este dată de formula 


S = (+ d — a? — e?) tg o. 


R: Se vor scrie formulele: 4 (aria MAB) = (MA? + MB? — a?) tgo si încă 
trei relaţii analoge, care se vor însuma. 
20. Să se rezolve un patrúlater inscriptibil cunoscind două laturi 
opuse şi diagonalele. 
R: Fie patrulaterul inscriptibil ABCD, în care se cunosc laturile opuse 


a = AB, c = CD şi diagonalele AC = z, BD = y; din triunghiurile ABC, DBC 
avem 


a? a? — b? epy hb 


24x 2cy 


Pas Pasi 
cos BAC = cos BDC = 
şi deci rezultă latura b = BC. La fel se deduce latura d = AD. 


217 
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210. Să se rezolve un patrulater inscriptibil cunoscind distanţele de 
da centrul cercului circumscris la laturi. 

R: Fie ABCD patrulaterul, O centrul cercului circumscris, M, N, P, Q mij- 
loacele laturilor AB, BC, CD, AD; x, y, 3, u distanțele OM, ON, OP, OQ. Se 
„deduce imediat relaţia . 

at + y? + 2xy cos B = 2? + u? + 2zu cos D 
şi deoarece D = 180° — B, rezultă B. 

211. Sá se rezolve un trapez cunoscind diagonalele şi bazele. 

“R: Fie ABCD trapezul cu bazele AB şi CD şi diagonalele AC, BD; paralela 
din B la diagonala AC taie baza DC în E. Se determină unghiurile triunghiului 
BDE si se deduc uşor laturile neparalele. | 

212. Să se rezolve un trapez cunoscind diagonalele, aria şi una din 
baze. | 

R: Se deduce unghiul diagonalelor şi apoi se rezolvă triunghiul BDE din cazul 
exerciţiului precedent, rezultind suma bazelor. 

213. Sá se rezolve un patrulater oarecare _cunoscind trei laturi şi 
unghiurile alăturate celei de a patra laturi. 

R: Fie ABCD patrulaterul dat; presupunind că se dau AB=a, BC= b, 


AD = d şi unghiurile C, D. Ducem perpendicularele AA“, BB“ pe CD şi per- 


rare AE pe BB’; se rezolvă triunghiurile dreptunghice A4'D, BB'C, 
E etc. > 


214. Se ia ABCD un patrulater convex oarecare; fie A', C', B', D', 


ARES : : : , 
proiecţiile lui A, C, B, D respectiv pe diagonalele BD, AC; A”, C",B", 
D” proiecţiile lui A”, C', B', D' respectiv pe AC, BD şi aga mai departe. 
Să se găsească limita raportului 
(4'B8'C'D') + (A4”B"C"D”) +... 
| (ABCD) j 
R: Fie œ unghiul diagonalelor AC, BD. Avem aria (ABCD) = za, 
2 
-BD sin a; aria (4'B'C'D') = ¿AT <: B'D' sin « = LAC: BD cos? « sin a; 
2 N 
aria (A*B*C*D”) = 24707: B”pD” sin a = > AC:ED cost & sin a s.a.m.d. 
(A BC'DO) + (A“B"C"D”) + ... 
(ABCD) 


Deci lim = lim (costa + costa +") = 


cos? & E 
1 — cos? v - 


215. Un con, avind unghiul de la virf egal cu 2x, este circumscris 


„unei sfere de rază R. Sá se calculeze raportul dintre volumul conului 


cuprins între virf şi sferă şi volumul sferei, 
R: (1 — sin a)? 
4cos* « sin « 


218 


CE Scanned with OKEN Scanner 


916. Printr-un punct O situat pe prelungirea diameirului AB al 
unui cerc cu centrul C, se duce o secantă mobilă OMN ; să se arate că: 


= i AZN 
tg (ÍC0)-tg, (ÑC0)= const. 


R: Se aplicá formula cunoscutá 


A SAI E 
s3 x (a+ b+ej(—a+ b+e) (b F cj?— a?” 


217. Sá se găsească mazimul ariei unui dreptunghi variabil înscris: 
într-un sector de cerc, avînd raza R şi unghiul 2a cunoscute. 
Caz particular « = 60°. 


R: Se notează cu 2z unghiul la centru corespunzător unei coarde egală cu dimen- 
siunea perpendiculară pe axa sectorului şi cu R raza lui; se găseşte că aria drept- 
unghiului este 


sin x («v — a) _ pa COS la — 27) — cosa 
sin a sin a 

218. Două cercuri de raze RR,, R, se taie în A şi B. O secantá variabilă 
dusă prin A taie cele două cercuri respectiv în M şi N. Să se găsească 
poziţia secantei care corespunde valorii maxime a produsului AMAN. 

R: Se găseşte AM = 2 R,cos x, AN = —2R, cos (u + z), unde a este_unghiul 
format de razele 40, 40», iar x este unghiul secantei cu A0,; produsul AM-AN 
este egal cu — 4R,Rz cos x cos(x -+ x) = —2 RıR, [cos(x + 22) + cos a]. 


919. Trei sfere ortogonale, trec două cite două prin acelaşi punct A; 


2R? 


o secantă variabilă dusă prin A taie cele tret sfere respectiv în M, N, P. 


Să se demonstreze că avem relația: 
ĀM AN, AP? 
Ri Rå R3 


= 4, 


R,, Ra, Ry fiind razele celor trei sfere. 


R: Se tine seama că dacă «, B, y sînt unghiurile formate de secantá cu cele ` 


trei raze care merg la punctul A există relația 


costa + cos? hR -+ cos? y = 1, 


Y 
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Capitolul IV 


Analiza 


Sá se găsească limita următoarelor şiruri: 


l. a, = Vn +Vn-=- la. Vn, pentru n > 00. 


n 2 


a 


R: Putem scrie Un = DEEP a V 
Vn + Va + Vn — Vn V1 +14/Vn Va Za/Va 
<de unde rezultă că nim Un = 1. 
S > 4/7 1 
u, = AENA peniru n => oo. 
Vn+1—Yn 
R: Se tine seama de identitățile 'a? — b? = (a — bj(a? + ab + b?) si at — 
- bi = (a — bjía* + a*b + ab? + b); se multiplică apoi numărătorul şi numi- 


torul cu conjugata numărătorului si respectiv a numitorului. Limita este egalá 
cu 3/4. 


3 _Vi+1+Vn 
A Ai 
Un+n—n 


2 


mio 


, peniru n => 00. 


R: —1. 
4. u = 3 Vna + 21417 
d IN E A pasti a aa: 
Ve — Ya | 
R: Se aduce la acelasi indice la numárátor, apoi se simplifică cu Y/n — Ya; 
limita este — —». 


4 
K — a pa 
9. Uy = -+ 4 J++ 1 _|/1 , pentru n > 0. 
n n n n 


, pentru n > 00. 
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—-21+3-4+...— 2n 
6. a a a peniru n = o. 
n +1 


n n 
R: Se fine seama că 14 3+5 +- = Dn —1)=25n=—n=nn+ 
1 1 


n O 


+1)on=ngici24+4+..+2%= 2), Limita este egalá cu — 4. 
1 


2 e: E2.L In 42 
> A pe i ai E paniri n — 00, 
n? 


n 


n n 
R: Se ţine seama cad > (2n — 1)? = pP (4n? — 4n + 1)= 4 >, n? — 
1 i 1 1 


n ⁄ 
SD + n. Limita este =e 
1 


42 92 2 .os 2 
pu == AAA E pni noo: 
n? 3 
R: 1/2. 
.. 2.) má 3-5 -L ... = ( -L 9 
9, Un — A aha to) , pentru n— oo. 
n 


n n n 
R: Se fine seama că Y n(n + 2) = on DI Limita este 1/3. 
I 1 


1 


10. u, = Sl e+ 2 + (a) [ar], 


n 
pentru n—>00. 


q ¡2 912 
R: Avem (a += +[a+2] +t 
n n 


| = n= aet 


i = Jn — pa 
Taa — 1) La ne fer a 2), de unde 
n 2 n? 6 ` 6n 


rezultă că limita este egală cu a? + a + 1/3. 
11. 11 [1 — A „pentru n— 00. 
k=2 k? 


R: Se observă că putem scrie: 


Ll =, i, (e 041) _ (>) 
1 


E Vue — n]: pe 247 _ 
3* (n — 1)* ni ll 


ati 14 ati 
¡aa 2 n 


k2 k=2 le? 


(8. 21/42 = un 
2 l2 5] (3 ri IE Fogata n 


limita este e 
2 


si cînd n — 00 


| 


E En 22l 
/ NW F 
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n k—1 l 
12. 11 ——-> pentru n —> oo. 
k=2 k? 4-1 
R: Se tine seama de identitățile: k? — 1 = (k — 1) (k? + k +41) si X- 
+ 1 = (k + 1)(k? — k + 4); apoi se procedează ca la exercițiul anterior. 


Limita este > 


TRA i n Ru r-—? 


Ty 13. =, pentru n— oo. 
RLN k(k + 1) par 


pe R: Se observă că avem: k? -+ k — 2 = (k — 1)(k + 2); limita este > a 


lim (an a 1)(an-l ERES 1) ... (an-2p+1 TEER 1) 
a>ı  (a—1)a? — 1 )...(@P — 1) ` 
R: C&G}. 


N — ` . 
15. n, = > Pentru n= co șia >0. 
a 


R: —3, pentru 0 < a < 1; — Š» pentru a = 1; 2, pentru a > 1. 


an — 24 . 
16. u, = ——— , pentru n— œo şi a >Q. 
dan + a?” 5 | 


A | 
Po „pentru 0<a<1; — > s pentru a = 1; —2, pentru a > 1. 


ri n(n + 4) 

0 = U + U + oe + peniru n -> oo. 

A R: Suma Sn este logaritmul produsului P, = dci -e . n tin 3) = 
+ 1-52.63-7 n(n + 4) 
Ee AL. (n ti) 

o 1 1 1 (n+4) 

SN i 

i Deci Sn = int + n PC şi lim S, = 21n2. 

F A n + 4 N -> 

Eis: Să se calculeze limitele funcțiilor: 

Ro lVz+ 4-2 

Bs 18. f(x) = SI ș Pentru 2—0, 

e l/z + 8 —2 


R: Putem scrie: 


ASI 
7 dim (2) = lim (e E e FA t EET + app y a] si 


; ONG SP PV e a se i 
cel Me UV +8 MV EFE + rF Va 2) 
4 Ţ7  Cfectuînd calculele se găseşte că limita este egală cu 3. 

A 222 


sa ; +1 3) a bi 
17. Știind că u, = ln (nt în + 3), să se calculeze limita sumei S, = 
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19. f(x) = ti pentru s —> Q. 
2 + rE == 
RE Procedeu analog ca la exerciţiul precedent; se găsește că limita este egală 
cu = [y 21, 
pa 


Altfel. Putem scrie 
Vit æ=, Vidi 
z z` 
lim Fie) ae im Saaai Pa i 
x>) x>0 3 F xz E: > 
T 
si apoi se calculează limitele fiecărei ppn in parte obtinindu-se același rezultat. 


20. f(z) = az + Taia = 


z Va — Ea a 
R: 8; 1/3. 


, pentru z=+ 1. 


03 
E ari 
21. f(z).= (2 2, pentru 200. 
Yz+ 1 
R: Avem 
Pai BI 


Yz +1 


Jim f(a) eh =] > aim [fi — EY z 5) Late E (Y3+)= > 00 


E 
= (03 =, 
92, f(x) = zt? + Ver —5 


l/3x—2 + irt 52423 — 9 
R: Se observă că putem scrie: 


_ (1242 2)+(1/2+5- 3) 
MA A E p A E RI ia 
(Y 32=2 — 2) + (Vir 52 + 23— 7) 
MV A UA 
ii D Varaire VE 
(37-22 -2 (Vir F 5r F23) — 7 
Viz=24+2 Vă pia PF +7 


, pentru x —2, 


1 +2 
—— 4 
Vz 2+2 VYxt+5+3 
3 A 4x + 13 


32 VEF 5r F BHI 


+ A 


a = 
»- hh >. 


Trecind la limită, obţinem = 


“à 


Notă. Regula lui Hôpital conduce la același rezultat, mult mai repede. 


Yai ia — XY Ens _ 16r A4 __ 
93. f(a) = V 343 — 10% + 13 Vsa ERTEN Nae e 
22 3 65+ Y Bat— 25e +4 = 8 


R: Se observă că numitorul se poate scrie sub forma: 


` (Y 272 — 65 — W2) + (Y sar — zda + 4- Y = 
Ea i 27(z — 3) 
| Vasa Ve aan V aa — oaa + I E 
i. pi | (8 — 1) (e — 3) | 
' V (82? — 252 + 4)? + Y 8r? — 25r + 4+1 
Se aduc la același indice radicalii de la numărător, se înmulțește și se imparte apoi 


cu conjugata; apoi se simplifică întreaga fractie cu (x — 3), după care se trece la 
limită. 


-L 


o. 
Se obţine în final = 157 A 
817 


Notă. Regula lui Hópital conduce la același rezultat mult mai repede. 


24. f(x) = (cos x — 2 sin 2)!/x, pentru x>0. 
R: e. | 


sin z sin [2 — a 


25. f(x) = , pentru x 25 ; 


1 — 2c05 0% 
R: Putem scrie: 


i : T 
sinx sin [+ A =) 
lim f(2) = lim ina aa et A = 


4 T T T 
a Ahr a 2 (cos? — cos e) 
HEEN, 9 3 
. 5 Fi 
2 sin zsin E — z) cos E — z) 
2 ) ) R 
li ei cei d il a 4 
: vr A ) 
2 6 2 6 
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sin[ 24 v\sin y 


Altfel. Se notează z — ai y şi se obține lim f(z) = m 


y> 
a+ Va a 2 cos|-2+y) 
e sin 3 3. 
= Y3 lim ——— = y3 lim A ERES GA a , deoarece 
y=0 1 — cosy +Y 3sin y 2 u+01 he 205% 113 2 
sin y 
sin? SR 
. 4 — cos 4 
lim Y me lim ————— D, 
v+ sin y a>? sin L cos Z $ 
2 nx] 
1 (5 + 1 e 
26. f(x) = (ex =- ex) y pentru x—>00. al 
R: e”, E 
a 


A : 
27. F (1) = Pa za na pentru x—>2. 


| 1 
R: Se logaritmeazá gi se aplică regula lui e Limita este e 1. 


. fa) = Y £F rti — z + 


, pentru x—>o0. 


sin — 
5 
La 
2 
q | ](—cosec z) 
29. f(x) = (sec x)cots *. [te v -+ 3] , pentru 2>0. 
4 
R: Se logaritmeazá şi apoi se trece la limită. Se obţine e” 7. 
1 
30. f(x) = (| — sin p)sin2z, pentru x >n. 
4 
R: e2. z 


81. f(x) = (cotg? ax — cotg? bx) sin ax sin bx, pentru x —>0. 
in2 2 — cjn r s2 
Br Avon li Fia pe a oe oaa En dx 009 0: + 
x-0 z+0 sin ax sin ba 
o. peda pe 
= lim Sinla + be sin(b — aja _ bi — a 


20 sin az sin bz ab 


15 — Culegere de probleme de matematică 


N 


mea le sia, 0? a ini » RS E i irt 1) qa Me e 
E O PA ORA > ¿ys pi de lu 
AATni A La NA EN V AE di KEN, 
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2. 
32. f(1) = E a sin zx —- tg z) / zï, pentru z —0. 
Se foloseşte regula lui Hôptal: limita este => è 


33. f(x) = a E) » pentru x —0. 


= | sinaz 
R; Se aplică de trei ori regula lui Hôpital; limita este P(u* — 62). 


tp? 
34. f(x) == „pentru z —>0. 
cos z? — e”? 


R: Se aplică regula lui Hópital şi se tine seama că lim tl Limita asta = 4 
I>U T 


EN (a* — 1)x? 
35. f(x) e(e+E)-sin(=+3) (1) 


pentru x—>0. 
R: Notăm cu NY numitorul şi avem: 


sin [+ +5] E — cos [a +E)| 2 sin [= +5] sim (Z + £) 


9 
NL A ER 2 16 


cos (e +5) cos [2 + E] 


[> +2 + E) 2 sins +Z] sine z+ 


PT r? i (2) 
ARE 


Inlocuind (2) în (1) şi trecînd la limită, obţinem 


X — 
lim fla) = 2 lim? (3) 

+0 x>) az 

Notăm a% — 1 = z gi cînd z — 0 şi 2>0; rezultă imediat 
In(z + 1) 
L = > "a 4 
Ina 6) 
Tinínd seamă de (4), (3) devine: 
. X— 1 . In a 
2 lim Ž = lim 25 ha g lim — a A A 
z>0 z 2+0 In(z+ 1) 20 În (34 1)1/2 "na lne e 


În consecință, limf(z) = 2ln a. 
x-+0 
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36. Sá se ; găsească relația dintre a și b astyel ca limita funcției f(x) = 
Sa AEE az + 1— P x — ba? + 1, pentru x >00, să fie egală 
pi 
3 
R: a = b— 1, 
37. 1°. Sá se găsească limita funcţiei 
fa) lua ata ak a+ 2r 
a? + B sing — 22 
2. Să se determine mulțimea valorilor lui v şi B pentru ca limita 
de la 1° să fie diferită de zero. 
3°. Sá se determine « în funcţie de B astfel ca limita idos de la 
* să fic egalá cu 1. 
4°. Să se verifice rezultatele obținute la 2" și 3”. 
sinz 


, pentru x —0. 


gta +2 La 
R: 1, Avem lim f(z) = lim —_— = 2, 
x-0 pe +e sinz _, B— 2 
z 


2°. «ER — {—2}, B'= R — {2}. 3. a =B — 4. 
Să se calculeze limita functiilor 
38. f(x) si ln? (1 + 2) — In?x 


, pentru x — 00. 
lng 


R: Putem scrie 


lim f(a) = im | [1 $ mie - ln =} 


T-}%0 100 T 


l cke 1 
Dar, se observă că putem scrie lim (eto E =) le 
x oo zT 


laz + In (1 +2) 


lim E a la in E şi; prin bbrmaro Himila del 
T=} o% In a 1-0 In z 
f(x) este egală cu 2. r 
__In(— 2z? — z + 1) 
39. (a) = e += parese p penis a —>0. 
_R: Se observă că putem scrie 


e 1 
1 
fiz) = In |- 2x? — a + 1) a = In | a sol Se ia apoi 
(—2x? — a+ 1) 40+u 


> SEBA e 
t= — -şi cînd z>0,z >00. Limita este 1, 


Se poate folosi gi regula lui Hopital care conduce la acelaşi rezultat mult 
mai repede. 


l5x 227 
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Inx — ex 


Na) = entru x —00. 
A f ) exa? — Inz P 
at — 1 
IR RE ; . Ing 3 
R: Putem scrie lim f(z) = lim | , lng ' dar lim — = 0 (e* tin- 
z+% z+% | 2 ue rw € 
de către infinit mai repede decit In a). Deci pmu f(z) = —a”*. 


Să se determine domeniul de definiţie al definiţiilor: 
(a? — 4) (z? — 9) 
11.(0= (Ta mI 16" 
R: € (—4, > 3] U[— 2, —1) U (1,2] U (3, 4). 
În (3 — z?) 
42. (a) = LES: 
R: 2 E(—V3)—V2]U (1,/21. 
i ay In (— x? -+ 4) , 
43. fa) = |H 


R: El -— Y3, y3 l. 


44. f(x) = | In(+2x? — a+ 1). 


—4r? — 2 


R: z s(=1, = ju Ez | 


e 


45. f(x) = E a— Inz+ 3, 
ai — 72 + 6 
_R:xG€[e”, 1) U (6, e], 
46. ES ln 242) 
—a + 32 — 2 
R: æ € (0,7 U (1, 2). 


47. f(x) = Vsin x + cos x, în intervalul [0, 27]. 
t: a efo, 5Ju[E, or]. 


48. f(x) = /sintx — cosix, în intervalul [0, 27). 


CE Scanned with OKEN Scanner 


49. Sá se determine domeniile de definiţie ale funcţiilor: 


f(x) = CEE pentru 0<az<2r. 
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1 —cos a 3 

R: z ak sl 

3 3 
50. f(x) = | Fuste ete a pentru 0 < z < 2z. 

é tg 2x 

elz, Jul, yl, Aoje, yla, 22 (a 
E Jul JU PE "Jul: 2 ul zu (Z 27). A 
bl. Se consideră funcţia f(x) = In [ma? + 2 (m +2) z + 9]. a 
1°. Sá se determine toate valorile lui m pentru care f(x) există, oricare E 
ar fi x real. i 


ia 


2”. Să se arate că pentru orice valoare admisibilă a lui m, f(x) are 


un minim. 


m +2 
valoare 


R: 1°, m E [1, 4]; 2°. Derivata se anulează pentru z = — 


. AND 
Ata AN O a res! . 
A YA nei 


m 
pentru care f(x) are un minim finínd seama de rezultatul de la 1°. 


° ° ] a 2 b- . 
52. Fie funcţia y = pr, unde ln z reprezintă  logaritmul 
gz — se 


neperian din x. 
1°. Pentru care valori ale lui z funcția y este definită? 


2”. Sá se calculeze derivata lui y în raport cu zx. 
3”. Sá se rezolve ecuaţia y = 3. 
4”. Sá se calculeze valoarea lui x care anulează pe y. 


R: 1. ze (0, e)U(e, œ); 2". y’ R II 3.x=! e. bB.z=el, 
53. Se dă funcţia f(e) = + a 


1—a2 

1°, Să se determine valorile parametrului real m, asifel încît f(x) 
să fie crescătoare. | 

2. Să se determine valorile parametrului real m astfel încît f(x) să 
fie descrescătoare. 

R: 1°. mE[0, 00), 2°. me(—oo, —2]. 

Să se calculeze derivatele funcțiilor: 

“4 sin g 

54. f(x) = arctg- e 

4 
3cosz + 5 


R. 


E 


zx 4)? 4 — 1 
55. fla) = Ln LE 4 ră L arctg 2 z> 


2 — a +A y3 
A 
a+ 1 


56. f(x) = (2 + 1) arcsin F T 


1 


R: arcsin | TES 
57. f(x) = x (arcsin 2) -+ 2V1— 2? arcsin z—2z. 


R: (arcsin 2). 


= — r2 
55. fía) = 2052 4 pio =. 
a 2 14 Ve 
PRA 
x 
n VIE cos 2 —V2 2 =>0 
59. f(x _ În 222, pentru cos >U. 
f(s) = E Vi isa + Va 2 
R: > 


o, x e 
2 sin — 
j 2 


viket — 4 arct 
-WTF sa 2 s 


YTF 
60. f(x) = Vitz 


4 
R: pira 


— 


A Ea 
61. f(x) = Se Val +3 arccos ¡a pentru v > 1, 


a S 
i, 1 ea 2g A. 
62. fa) 7 rt) 


R: E 
(z +1)? ; 
i 1 TE zx 
63. fla) = EL —- Int (22): 
pz) 2costx 2 8 a 2 
E cos? g ) 
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.. w . d 4 TR te a v w 
64. Fiind dată funcţia y = TEST să se arate că avem y” +2yy'=0. 
gz 
R: S observa că o iz si cá y’ Ei zi 
: Se va a căy = ——— o epic tă du re dă 
A 1 + sin 2 1+sin2z” Y 


4 COS 27 
¡rl 
(1 + sin2x) 


Sá se arate că derivatele de ordinul întii ale funcțiilor următoare 


65. y = [200 + 5a?) a F a + 3at In (2 + VEI) 


z= plea + AVEF at a (e 4 VETI 
verifica relaţia xê y' — 2 =Q. 


R: Se obţine y’ = (z? + aye z = g| r? + el. 


. 


Ss Sa 
66. y = — —1n2%82-13 ¿___1 qY2coss- 1 
213 2cos4 3 2/2  Văcosz + 4 


verifică relaţia (y'2 cos? 3x — 1) 22 + sin? z = Q.’ 


. in 2 i 
R: Se obtine y’ = =>, J= e 
cos 3x cos 2z 


1 r 
67. y = a pă (2? + bln (acosz + b sin z)] 


1 b — a 
2 = —— arccos —— co 
== y R s | 


verifică relaţia (1 — ay')}?(1 — bz'2) = a(by'z')?, unde b>a. 


R: y'= COS z 


? 
TH FF 


sin z 


DOO 
acos æ + bsin a Vbsintx+acostx 
(6, y = 5x — 4sin2x + 7 sin? 2x + A sin 4g 


z = 5g + sin 2s — $ sin? 2g + Ž sin4g 


1 
verifică relația ACA + 2”) +2 (2y'2)* =1. 


R: Avem y’ 


“costo, după E pu 16 sintagiz” = 16 cos’ v; darsintx + cost x = 1 — 3 sir?r- 
, f 


se poate arăta uşor plecind de la sin2z + coste = 1. 
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69, u= arctg (3 tg 2), z =Larotg itzi 


verifică relația [z (1 — 5y) P + Ey'(1— 57") P = (4y'z'}?. 


4 1 
A = —————— p 7 = ——, de unde se se 
i ne O d 5 — 4 cos 2x 5 ++ &sin 2z spa fel 
COS la şi sin 2x. 
EXA TA m3 e 
70. y = ERRE AO LS PA EE: 
3a* z 2 Viata 
perifică relația my — (2 + 1)? 2 =0. 
Bts d u a e AO Dr sit d A 
SN at Y1 > ayit a | 
1 4 + 5cos zx 
l. y = = arccos == z= arce |- sa); 
(7 A 3 5+4cosx > 813% 
verifică relația 3y' — 97 =0. 
4 , 3 


R: Se găseşte y=————, 7’ = —.e 
gsepte y 5+4cosx 2(5 + 4eos a) 


a = 


—4 si 
72. Să se arate că derivata de ordinul întîi a funcţiei u= ——— == 


| 9(5 + 4cos z) 
+ arctg E tg = | împreună cu derivata de ordinul întii a funcției y 


de la exerciţiul precedent verifică relația y’? — u’ = 0, 
73. Fiind date funcțiile: | 
y = = az + ba/1 — a?, 
= Vaz +c, 


unde a, b şi c sint constante, să se arate că 
x(1 — 22)y' + (2x2 — 1)y = az? 
22" = 2 — a?, 

b(1 — 22?) Di e Y 

ET alui cet 


R: Se va observa ciy' =a + 


74. Fiind date funcţiile» 

y = e (cos x + sin 2), 

z = ae sin (2x + b), se cere sá se arate că . 
y” + 4y" + 5y = 

z” — 22 + 5z =0, 


R: Se va observa că y” = —2y + e7*% (cos a — sin x) şi că y” = —4y' — 
ES = 2 + 2ae* cos (2 x + b) sig" = 25” — 5z, 


Să se arate că derivatele de ordinul întîi și doi ade fanețiilor + 


Mo 
uo 
to 
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2 > 1 . Pe AT 
y = arcsin p—-- arcsin 2 arii Vi Za, 


z= = arcsin a+ (2 + a) YA — qt, 
perifică relaţiile xy’ — 2! =0, 
(2z'y” — y'2").y? — 22) = (2% 
R: y’ = g arcsin z, 2” = a? arcsin z: 
76. y = ln (x +2 + Vix + 2), 
»B 
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AE PIESĂ ed ln(x + 2+Y4x + 22), 
verifică relațiile p | Sg 
ay 2 —1 = 0, ES ==2. | | E 
as” y” SS 
R:y= 2 AS | 5 
Vaz + 22 ql” 5 


77. y = mn (2z +14 + 2V2 +£ F1), 
z= (88 + 22 + 5) F T Fi 
3 E | 
fp +VEFzi), . 
verifică relaţiile y'z' — x = 0; | | 


(2x —- 1)12y'22" + [4 — (x + 2)4'2ly”z'2 Ls 0. 


1 
R: y = —, Y =r Ve + 27371 
Vaz FI (+1. 
78. y = sin a de In ]/* + sin z, 
2 Cos cos zx 
2sin! y sin z 


verifică relaţia 
y 2"sint æ + 2ly"costx + 2y'2)* +9 = 0 
R: y = — tga AES e cotg aL 
COS z sin a 
Pe And dai calculeze der intii funcţiilor de mai jos si să se explice rezultatele 


ai INNE EW | MASSA AR > 


1 
79. y = arctg 


aceeaşi derivată cu funcția z = colg z. Avem deci 


R: Avem y = -- 112 


y — z = constant, 


z= asi i = arct . (1) 
Dar cotg z = 2 şi prin urmare y g pr -) 


, sau tg y = tg z, adică 


Luind tangentele în (1), avem tg y = 


cotgz 
ig y — tgz=0. (2) 
Dar (2) se scrie şi aste Sin (7 — 2) = 0, de unde rezultă că y — =4r. 


COS y COS Z 


S0. y = arctg || 222, pentru 0O<zx<r. 
1 + cosz 
SA Pol i z 
R: Găsim y” = S adică aceeaşi derivată cu funcţia z = ra 
Dar tg y = es , sau tgy = tgz, de unde rezultă y — z = kr. 


S1. y = arcsin Vl — 22. 


» adică aceeaşi derivată cu funcţia z = arccos z, 


1 
R: Avem y = — Via 
1 — a? 


de unde cos z = x. Rezultă că 


y = arcsin (cos z), (+), 


sau luînd sinusurile în (*) obţinem sin y = cos z, de undesin(y — 2) = 0, y — z= kr. 


82. y = arctg cd 
x—i 


R: Obtinem y! = — , aceeași derivată cu aceea a funcției z = cotg z; 


[i] 


l+z 


rezultă cotgz= z, sau tgz = te y — tg 3 


1 + tg y tgz 


si deci avem tg (y — 2) = = 1, 


a |= 


adică y — 3 = =, 
Y h 


83. y = arctg => 


1 — a? 


R: Aceeași derivată cu funcția z = arcsin s. Dar sinz=w si deci y = 
= arctg (tg z), tg y = lg z. 
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84. y = arccotg Pa, 
TÍ 


R: Acecasi derivată ca funcţia z = arccos z. 


85. y = arcsin 


1+4 a2 
R: Funcția are aceeași derivată cu z = 2 arctgz. Rezultă că avem: 
2 
1 — cotg? 7 
y = arcsin ———— = arcsin (— cos z), sau sin y = — Cos Z. 
1+ cotg? o 


De unde siny + sin[ E — z =0,sau2sin [22 + E] cos y + ka gi 0, 
2 2 2 4 


37 


de unde rezultă că y — z =— + 2kr. 
2 


a 


86. y = arctg 


1— z? 
R: Funcţia are aceeaşi derivată cu s =2 arctg z; avem deci tg 
2 
2 ig — 
S 9 


igy = — > tgz 
1— tg Ž 
P 2 


la 


87. y = arccos a 
, T 


R: Avem: y = 


adică aceeaşi derivată cu funcția z = 2 arctg z. 


+a? 
í . 1 — tg? LA 
Z7 — 2 
Rezultă că g = t7 Şi cos y = î Z = ————— = COS 3, adică cos y — 
ye 4 + tg? > 
2 
= cos z= 0 
88. y = arcsin V1 — 422, 
R: Avem y’ z dick aceeași derivată 
: Avem y’ = — = adic nopaagi derivată cu funcția z = arccos 2z, 


Rezultă cos z = 2x gi deci sin y =/1 — cos? z= sin z. 


dv, 


æ 


| eE 
i e 
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89. y = arccos JPLE2. 
3) 


$ aa $È . . v . 4 
» adică aceeaşi derivată cu funcţia z = 75 arccos t; 


R: Avem y’ = = — = 
A 2 V1 — a? 
i 5 1 © rezultă imediat cos 23 = a şi deci cosy = J=- = COS 3. 
aap DA 90. y = arcsin 2a V1 — 22. 
a R: Obtinem y = =>» adică aceeaşi derivatá cu funcția z = 2 arcsin z; 
¿pao 1 — a: 


e să > . o >. Z 3 . 
avem deci sin y = a gi deci sin y = 2 uny cos p = sin Z. 


>> 9. y = arctg i +21, 
AS i £ 
y 4 bu A 1 i 
R: Avem y” = ———, adică aceeaşi derivată cu funcția z = — arctg z. 
2(1 + z?) . , 2 
Rezultă că tg 27 = x şi deci tg y = Vi + tg 2—1, dar T+ tg? 22 — 1 = 
“tg 23 tg 2z 
1 — cos ?z 2 sin? z 
PR = tg s, 
sin 2z 2 sin z cosz 
Pi 92 y= nerea 
dese: 1 +1 — q? 
SA i R: y' = » ner E derivatá cu funcţia z = Š arcsina, 
5 93. y = arcsin —*—. 
Vi+ e? 
R: Avem y' = „ adică aceeaşi derivată cu funcţia z = arctg v; re- 
z 
`. -zultă imediat că tgz = z, iar sin y = d E = sin z. 
f V1 + te?z te? z 
94, y = arctg ==, 
8 1 + az 
. 5 4 
R: Obtinem y’ = — Tia" aceeaşi derivată cu funcţia z = arccotg z. 
Ei 95. y = arctg E? 
Bt i a? + 2ax — a? 
A Y d 
m 
os 236 
> 


Li 
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> 2a y è PEA AO 
R: Obfinem y” = TITT. adică aceeaşi derivată cu z = 2 arctg 7 ; avem 
a 


+a 
e 9 
2 tg= Si 
E Z gs, sp: a Dar AS 
deci tg. = 31 tes = —_—_—_—_— = —_— === şi prin urmare 
2 a 3 q? at — q? ` 
1 — tg? > 1- > 
2 a? 
ta(y — 2) = 1, de unde rezultă y — z = z Hir, kEZ. 
y 4 — z? 
96. y = arcsin hr — 2), ; 
(| + a y ~ 
A 4 A i f a y 
R: Obţinem y” = rapa deci funcția dalá are aceeași derivată cu z = 
T . Bar 
= 4 arctig z. e 1 
Rezultá cá tg = = z şi deci i 
1 i u> 
A tg 2 1182) 2 tg È 4 — tal 
A d h 4 4 de 
sin y = —— s 2 —— = DER 
Lt] 1+tg2% 4 tipa? TAS 
| "a a T A da 


= 2 sin = cos — = sin z. 
2 2 


97. y = arcsin (3x — 425), 


R: Obtinem y” = =, aceeași derivată cu funcția z = 3 arcsin z; 


Viza 


rezultă sin £ = a si sin y = 3 sin 2 — 4 sin = sin z, 
3 3 3 
98. y = arcsin (1625 — 20x3 + 57). 
5 


R: Obtinem y” = TF adică aceeași derivată cu aceea a funcţiei 
1 — 25% 
` a 3 s es e 3 . 2 . 
2 = 5 arcsin a; rezultă sin — = zșisin y = 16 sin52-— 20sin3 -+ 5 sin 4 = 
5 5 5 5 
= sin z. 


99. y = arcos (2x? — 1). 


9 


R: Găsim y’ = E = = aceeași derivată cu aceea a funcţiei z = 2 arcsin z, 
1—az 
>. 3 Ă , E. ' 
de unde sin 2 = g si deci cos y = 2 sin? + — 1 = — cos z, 
2 . 
237 
Pai 


hi SE A ; AS id ¡A e” 
154 e b A pa a * . v e A A $ ` mP . 
E S ni AN EP iu +. msi wiri ae E 4 
arat a sti mă ANA y PE a BAR he 
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100. y = arccos (42% — 32). 


R: Obţinem y’ = =, aceeași derivată ca aceea a funcției z=3 arcsin z, 


3 
Via 


ò . 3 . pr é 
de unde sin <. = æ şi deci cos y = 4 iS — 3 sin = — sin z. 
i 3 


3 
< z 

Avem deci cos y + sin z = 0, sau cos y + cos El — z) = 0 ete. - 

101. y = arccos (Sat — 8a? + 1). 


h . Yv . hd Ed . . . 
R: Găsim y! = ¡===—, adică aceeași derivată cu a funcției 2=4 arcsin z. 


Va — zr 
. Z Zaz si a < a cae - 
Deci sin — = zşicosy = 8 aură ul er + 1= — 8sinf a sin 2] + 
¿+1 =—2sin2 É + 1 = cos 2, 


a 


Fx 3 soaa 
- şi z = arccotg V7 483, 


Vx +7 Jx 


si se cere sá se afle derivatele acestor funcții si să se explice rezultatul. 


4 
BODRE.. AMO rezultă y — z = const. Într-adevăr, 
(22 + 7) V7—482* 


102. Se dau funcțiile y = arcsin 


R: Avem y' =z = 


avem: 
, 12 
sm y = -= 1 
=ar. (1) 
| fe pan 48r? . Tx ' 
i cotg z = ———, sau tgz = —=>—. 2 
ii A CI 
i para te z r . 
Folosind relația sin z = ——== , din (2) se obține 
Vi + tg?z 
sin z = i 1 è (3) 
i Va? + 7 
Rezultă imediat că sin(y — z) = 0, de unde y — z = kr. 
2 m3 4 2 
Altfel. Se observă din (1) că sin?y = nie : am- a , 
at + 7 1— siny 7 — 482* 
Jæ / i 
sau tgy = —————; adică tez=tew. 
8 Y VI iz £ Ey 
103. Să se afle derivatele functiilor 
a+r a+ b+ az—abr . o 7 . 
y = arctg y 2 = arctg —————— și să să explice rezultatul. 


— ar 1 — ab — ax — ba 


238 
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1 dar ty y e EL yi tg 
z 1— ar 


R: Avem y' = 7 = 


_ 024 b+ zx abr 


1 — ab — az — bz 


a+r a+b4x— absz 
1 — ax 1 — ab — arz — bz 
tgiy — 2) = H G 
y ERATI Temar 
1 — ab — az — bz 
şi prin urmare z — y = arctg b + kr, k EZ. 


si deci 


104. y = 3 arctg t?s 2 arctg bt Se e Bbs 
— 2ar— z? 4 — 3bx — 3z? + bas 


R: y' =0. 
105. Sá se calculeze derivatele de ordinul întîi ale funcţiilor: 
1+Vx32+x0+1 
cri+ lagarto 
zT 
pal 2 1? 


şi apoi să se explice rezultatul 


y = In 


z= In 


A i 1 š 
R: Obţinem y! = 7 = , de unde rezultă că y — z = const, 
az a+ 1 
ceea ce se poate verifica fără difi- y 
cultate. Găsim y — 2 = ; 


106. 19. Să se rezolve ine- 
galitatea: |x — 1| > 3. 

22. Sá se construiască gra- 
ficul funcţiei: y = |x — 1 |. 

30. Să se interpreteze rezul- 
tatul de la punctul 1* pe gra- 
ficul obţinut la punctul 2". 

49. Să se studieze ei ata 
tatea și derivabilitatea funcţiei 
în punctul x = 1. 

R:1%. x E (— 0, —2)U(4, 00). 
2°, Graficul este dat în fig. LV. 106. 


3”. Din grafic se observă că pen- 
tru z=&,y=|z—1l=ă, iar Fig. IV.106 
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1e e e TA rR - 
e 


pentru z > 4, y > 3, adică |z— 1| > 3; pentru z = —2,y = |z — 1] = 3, 
iar pentru æ < —2, y > 3 şi deci |x — 1| > 3, ceea ce confirmă rezultatul 
de la 1°. 4°. În punctul xy = 1 funcţia nu este derivabilă. 


107. Se dă funcţia f(x) = 


b 


— + — +1. 


a +1 z— 1 


19. Să se determine b în funcție de a, astfel încît curba reprezentativă 
să taie axa Ox în două puncte A, A’ simetrice faţă de originea axelor. 


y 


Fig. 1V.107 


2%. Sá se studieze și să se reprezinte 
grafic apoi f(x), luînd a >Q. 

3. Sá sescrie ecuaţiile tangentelor la 
curbă în A și A' și apoi să se afle 
aria. triunghiului ABA', unde B este 
punciul de întîlnire a celor donă tangente. 
R: 1°. Avem £ 
_ a(z — 1) + be +41) + d 
p —1 

ad ll Co L-ai auda A ac 
= za E 1 . 


(1) 


Punind condiţia ca rădăcinile ecuaţiei 
f(x) = 0 sá verifice relaţia zx, + z = 0, 


rezultă a + b = 0, sau a = —b, 
d 2*. Pentru a = —b, avem 
x? — 2a — 1 . 
= KA 2 
fa). = == | (2 
Derivata întîi a acestei funcţii este f(x) = ser ; tabloul de variaţie este: 
q3 —4)2 
z |->%  —/2a+1 —1 0 1 Vz2a+1 œ 
Pala. A = pe = 0 + + + ++ 


Nx) 4 x 0 y —00| +00%(2a+1) 1 +0 jo 0 21 


graficul fiind dat în fig. 1V.107. 
3, Coeficientul unghiular al tangentei în A este ma = f’ (V2a + 1) = 


ta Y la +1 a V2a + 1 E 
LY 2a + 1)2— 1]? ao 


al tangentei în 4” este ma: = — ——— + 
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pa 
Pa+1 a 
Ecuația tangentei în A este TIERA lx — V2a +1) iar în A” este 
a ; 


2a + 1 


) şi că aria tri- 


ea 1 
unghiului ABA” este 


Pai la + V2a + 1). Rezultă că avem B (0,- 
« 


1 dai (2a + 1)3/2 
A=2*: > Vapi ——= pl 
2 e a 
108. 19. Sá se studieze și să se repre- 
zinte grafic funcția 
a? — 25 


E 


2. Sá se afle apoi aria, cuprinsă între 
curba reprezentaiivă, axa Oz şi. dreptele 
z=0şir=5. 


R: 1% Derivata  întîia este f(x) = k 
aid 2425 AA 
z + 1)? | 
aeiy | l E 48 Fig. IV. 108 o | 
si derivata a doua este f(z) = — —— + «Sa 
| (a +19 "2 
Asimptotele oblice; m = lim Na, w 4 si n= lim (f(a) — mx] = —1; deci E, 
xo 2 x-—00 AY 
există o singură asimptotă oblică de ecuație y = x — 1, AS 
Tabloul de variaţie este: $ 
z —00 —5 —1 0 5 co $ A 
E O PE AAA A A y 
Mal + + + PET RR + + | 
f(x) —00 x 0 A +00 —o00 A—25 A 0 A +œ y 
Mal + + +. + > AAA 


A A A le IER OR IMBRACI rata NN ENA A CANRO 0 a si 
graficul fiind dat în fig, IV, 108, ` ye 
5 


5 
Vo 94 
2°, Aria căutată este A = orar dy = | [e- 1)'— 7] dz = 
i v+ 1 


ya 


24 e 
6“ 


s 5 
(2 2 în (z + 1) | wiin 
2 0 
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Notă. Construcţia curbei se poate face mai uşor, tinind seamă că putem 
o, 


scrie f(z) = z — 1 — ——, în care dacă punem 
i sti 


şi 
24 
a+ 1? 


avem fla) = y, + y». Ecuația (1) reprezintă o dreaptă paralelă cu prima bisec- 
toare, iar (2) reprezintă o hiperbolă. 


pr” (2) 


109. Sá se studieze si sá se reprezinte grafic funcția 


f(x) _ Ax — 2)* 


a 
R: Tabloul de variaţie este: == 
i Sa, 0 £ 6 6 6423. œ 
Fla)| — et A ST A 1 ete 
f(x) 0 su —o]|+0x 0 A = ʻ 0 
f(x) — — + + + 0 0 OGP de de 


inflexiune inflexiune 
iar graficul este dat în fig. 1V.109. 


110. 1°. Să se studieze şi să 
y se reprezinie grafic funcția 


Vx? — 7x + 10 
LD) e 
f(x) a 


22. Să se afle ecuația tan- 
gentei la curba respectivă in punc- 
tul de abscisă x = Q. 

3°. Sá se reprezinte pe acelaşi 
grafic şi funcţia — f(x), aflind şi 
în dcest caz ecuația tangeniei la 
curba reprezentativă în punctul 
Fig. 1V, 109 de abscisá x = 0. 


SI 4 
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R: 14?. Domeniul de definiţie zE(—oo, —1)U (—1,2JU[5, 8) iar tabloul 
de variaţie este: 


E KEN 4 0 2 3 5 co 
Pla) > ANS AA D PL ISO 
q A A 

Ma | 1 > tor: dia Dai o ÎN] o vea 


graficul fiind dat în fig. 1V.110. 


22, Derivata întii f(s) = nisi A SA 
Ma + 192/22 — 72 + 10 

Coeficientul unghiular al tangentei in 

punctul de abscisá z = 0 estem, = f'(0)= 


= m „iar ecuația tangentei în acest 
- = 27 
unct este y — Y10 = — ——x. 
P d V10 


3°. Graficul funcției — f(x) se tra- 
sează uşor, acesta fiind simetric față 
de Ox, cu cel precedent. 

Ecuația tangentei la curba reprezen- 
tativá a funcției —/(2) este y + V10 = 

97 


= — £. 
Vio 


111. Să se studieze și să se repre- 


zinte grafic functia 
a —1 
g) =T e 
fo) =0 2 


Să se găsească apoi ecuația tangentei în punctul de abscisá x = 1. 
R: 'Tabloul de variaţie este: 


Fig. IV. 110 


Mal + +0 E MEA iu sf i 
na | == 7 20 e ÎN] 7 +=] 


iar graficul este dat în fig. 1V.111, 


164 | > PN 343 na 
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Tangenta în punctul (1, 0) este dreapta z = 1. 


i Fig. IV. 111 Fig. IV. 112 
ă 112. Să se studieze și să se reprezinte pe același grafic funcțiile 
in: f(x) = z2 V1 — x, z(2)= zy/i—az. 
RSW Să se găsească panta tangentelor la curbele corespunzătoare în punctele 


ae (0, 0); (1, 0). 


R: Tablourile de variație corespunzătoare celor două funcții sînt respectiv: 


4 
zx — 00 0 x 8 1 
9 
f(x) == 0+ +4+ 0 == — | 
x 0 A da i 0 
00 = 
f(x) + E 
f(x) + + + 0 as — tă | 
A inflex. 
! die AP zx —00 0 4 4 
q 5 
e g'(x) spe R OE e -| 
4 


g”(z) AE 


A iar graficele sînt date în fig. 1V.112, 


> 244 


pi? e “ni a e x > 3 
lr A AR y teii 


4 
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Coeficientii unghiulari ai tangentelor la, cele două curbe în punctele (0,0) şi 
(1, 0) sînt m, = 0, m, = 1 şi m, = 00, m, = 00. 
Să se calculeze derivatele de ordinul întîi ale funcțiilor de mai jos 
si să se reprezinte grafic funcțiile derivate obținute. 


113. f(a) = V3 F s — at + = sz A 


arcsin ———. 


R: fla) = V3 + x — 2a?; graficul este dat în fig. 1V.113. Dacă se con- 


siderá si funcția f'(2) = — V3 + <—2a2?, graficul în totalitate este o elipsă 
avînd ecuaţia 
4 y? 
= T a) y? $ 
LL y — 1 =0 NE 
sy y 5 y ; Me 0 
(z) ( 2 13) E 
201% | Să 
114. f(a) == 262165 Inu —3 46516) 
R: f'(x) = Va? — 6x — 16; graficul este dat în fig. IV.114. Se observă că 3 
f(x) reprezintă ecuaţia hiperbolei echilatere a — e —4=0. | A 


Lo -- 


Fig. 1V. 113 Fig. IV. 114 


> 


115. f(x) = 5 (x2 + x — 6) V3 + 2s — x? + 4 arcsin 


a—1 


R: f'(x) = (x + 1) V3 + 2x — a*; graficul este dat în fig. 1V.115. 
n 4 ——— 
116. f(z) =2 (2 + 1/24 2—- mle +V +72). 
4 
R: f'(2) = 22/27 F 2; graficul este dat în fig. 1V.116, 


P ai 4 
e PR 
E a 7 S . 
JA J y y f y 
A y A o ` his A" „A A . si EFA pa ad 
E A SA O aF, Da AA o 
dusi: 20 Ea EL dd A > A SAGA 


16V 2 5 $ 
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117. f(x) = = (Da — a?) Va? — a? + E arosin E A 
a 


B: f(x) = x? Va? — PoR graficul este dat în fig. 1V.117. 
y 


y 
30) a 
0 x 
Fig. IV. 115 Fig. IV. 116 Fig. IV. 117 


118. f(x) = Ez (z + 4), 


R: f(x) = 2/2+4; graficul în fig. 1V.118. 


Fig. IV. 118 Fig. IV. 119 


119. f(x) = niž ti-e, 
f(s) = In 


R: f(x) = — == ; graficul în fig. 1V,119. 
120. f(x) = 2(Vz—1 — arctg/x—1). 
R: f'(x) = LEE - ; graficul în fig. IV.120. 


+ 
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121. fi) = Vz F 4 + 31n (æ + Va + 4). 


R: f'(z) = i ; graficul în fig. 1V.121. 


__Wlez) 


Fig. IV. 120 Fig. 1V. 121 


122. f(z) =/1— a — 2 arctg Ze 


T I z? 


R: f(x) = VE EEA, graficul în fig. 1V.122 


y 


(20) o T 


N 
TA 
A 
Fig. IV. 122 ` y Fig, IV. 123 


123. f(z) = 2/22 


n: == 


; graficul în fig, 1V,123, 


247! 


` . 
A ia ct 
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124. f(x) =In(x+/2 +1) itti : 


R: f'(x PAL ; graficul este dat în fig. 1V.12%. 


pi, Fig. IV. 194 - | Fig. IV. 125 


Viza 


fi ad 2 A 
e 5. f(x) a alu PA Móra 


208 R: f(x) = TR pet graficul în fig. IV.125. 
gi, y | i 


Fig. 1V. 126 | Fig. IV. 127 


pi 

A 
LA 
< f 
2 y 
NS 
A 


Li 7, At 
A Li » 
Y 4 
y 
DA 
4 
- í 
e. y 
LAT" AS 
PTA | 
¿5 í 
r 
4 
to 
> 


126. f(x) =2 arcsin 5 _ i 


2 
R: f'(x) — ; graficul în fig. 1V.126, 


a? 
Va — gz? 


Y 
Ha 
o 


1 


E . 
da 
- 


HA E: e ely 

A x ITA es ~Ê » 
IAN $ ¿AÑ MI e is 
Į É [i A PE g 


Ñ A, 2 i 4 E Li PER b. A 
iii: Acta A ciao a 
a PO Ma EN d E ta dă d S 
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a a E 


; graficul în fig. 1V.127. 


R: f(x) = Er 


128. f(x) = Va? — 4 — 2 arcsec re 


R: f'(2) = ES : ; graficul în fig. 1V.128. 


| 


Fig. 1V.128 Fig. 1V.129 


| TI me 
129. f(x) = + arctg H ae 


R: f'(2) = > 22 ; graficul în fig. 1V.129, 


2z +3 — V5 
130. f(x) = că ora TETA 
R: Fx) = ai i graficul în fig. 1V.130, 
4 21 
131. f(£) =2 -In pet + q dretg ai ab 


4 
R: = —— ; graficul în fig. IV.1M, 
f'(x) pe: ri 


132. f(x) =7 Inte + 1) + 1. In (Ae + 1) + gots T 


R: f'(x) = EE ; graficul în fig. IV.132. . 


E de A Es Dee: RSS SS RS Yj TEA NS Pt i SIN 
PER PA O A ADA OE 
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133. iza IA Aai 


B: f'(2) = a ; graficul în fir, (V.133. 


Vs 


y 


E į Fig. 1V.130 Fig. IV.131 


Fig. 1V.132 Fig. 1V.133 


i, =: 
di 134. f(x) =——2 A pp EAE 
| f(z) 2) T Y 
R: f'(x) = E EN ; graficul în fig, 1V.134, 


t (z? — 2) 

MO 135. a) | ln e RR Y2 
EN, fa) 4Y 2 a tai PE 
e A P 1 3 

d R: f (2) = J ; graficul în fig. IV.135. 

te 

îi: 250 

ch 
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+ z 1 
136. f(x) = 7 In ai -}- 7 arctg v. 


R: f(z) = A ed ; graficul în fig. 1V.136. 
1— ai 


y 


Fig. 1V.136 ) 


137. f(x) == 2, 


a? + 1 
R: Pz) == — = graficul în fig. IV. 137. 
E — 
138. f(2) = sf | e ati PE arctg 7. ` 
4 1— az 2 
R: f'(x) = a ; graficul în fig. FV,198, 
~g 


Fig. IV.135 


Fig. 1V.187 


251 


bd * 
a i 
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1 - y 1 
9. = — In ——— — . 
139. f(x) zm PETTE arctg z 


1 


R: f(x) , lar graficul este dat în fig. 1V.139. 


za 2(2? + 1)(a2 + 2) 
y 


Fig. 1V.138 


iti fată Fig. 1V.140 Fig. 1V.141 


"fl 140. f(z) = z p — a 
100548 f(x) dis: 4 arctg-, 


at — 4 
z2 + 4 


Sa 2 
A R: f'(x) = [ r graficul în fig. 1V.140. 


EUD y A | e — 1 Y T 
ey 141. f(x) A ln me + : arolg + 


| FeS , z 2 
ANNE R: f(x) = AT ; graficul în fig. 1V.141. 
PAIN zi — 
MON D 4 
fe 252 
da 
33 
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nik + 1 a ua? 

Ea ite] ar ai T i TE 

R: f'(x) = Se ; graficul în fig. 1V.142, 
=D 


142. f(x) == 


y 


Fig. 1V.142 


Fig. 1V.144 


' a. 
143. f(x) = — arctg JE í 


R; /'(2) = TT 
144. f(x) = 1y FrFi EERO 
R: f'(a) = — 22; graficul în fig: 1V.144. 


V2x* + < +1 


= arctg- 


: graficul în fig. IV.143, 


zV 3 


— gl 


Fig. 1V.143 


Fig. 1V,145 


y ia 


2 


): 
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1 V—a3+24+ 0/2 
145. f(x — a == 
o V= <+24+2x+YV2. 


1 à A á 
R: "(e = a ; graficul m fig. 1V.145. 
Pra alz? — + 2 


146. f(x) =2 arctg (x + Va? + 22 — 1). 


R: fla) = > L——; graficul in fig. 1V.146. 
q aVx? + 2g — 1 


y 


Fig. 1V.146. Fig. 1V.147. 


A PV 
e 147. f(x) = Aj XE să ui IEA 
| Vz (2 2+V2—z 


Bi (a) == ; graficul în fig. 1V.147. 


t V2 + a— á* 
A 1488 fi hl ea, 
Y Y3 Vz? + 2x +3 — a+ y3 
í 4 
J : = — == 3 a, Fi 4 . 
în R: f'(x) FFE ai graficul ca în fig. 1V.148 
y £ — 
di 149, fla) = E ¿ple SERA tei, 
ME Va — +44 0+2 
ji R: f'(x) = Va - Prag : graficul în fig. 1V.149. 
H (8 — rn 
dz 150, f(x) = — li» otg => | 
ia 3(2 — 
HE 7 7 
ik: R: f'(z) = “=== ; graficul în fig. 1V,150, 
NO; 7 254 
| 
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A aY1— z? 


- Fig. 1V.151. 


; graficul în fig. 1V.151, 


Fig. 1v.150 


- Fig. 1V.152 


152. f(s) = n (2 +1 + VIZA) — É . 
2 Va 


R: f(z) = ——— ; graficul în fig. 1V.152, 


153, f(z) =1 m LEZ +A, 
3 1+1 


R: f(x) = 
z 


1 . 
I ; graficul în fig, IV,453. 
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+ 
Pr. 
AU 
pi, 
A « 


pa” 


E ata 


AJA 
+ Dy > r 


ETS 
A ` Pi $] 
i 


i 


i+z 


1174 — m 
R: f(x) = E 2 ; graficul în fig. 1V.154. 


y 


Fig. 1V.153 Fig. 1V.154 


155. 1°. Să se studieze și să se reprezinte grafic funcţia y = at — 
— 62? (folosind un sistem de axe rectangulare). 

2. Fie M unul din punctele de inflexiune de abscisă pozitivă ale 
funcției y = f(x). Sá se scrie ecuația tangentei în M la curba (C) 
de la I. | l 

3. Să se arate că tangenta la M retaie curba (C) într-un punct unic 
- K distinct de M. Se va putea utiliza identitatea: 


e 


gt — 62? + 8z — 3 = (x — Nx + 3). 


4, Fie $ proiecția pe axa Oy a punctelor de ordonată minimă ale 
lui y = f(x); K' este proiecția pe Oy a punctului K şi fie L punctul unde 
tangenta in M la y = f(x) taie pe Oy. Să se demonstreze: OS? = OL- 
+. OK”, i | 


R: 1%, Graficul este dat în fig. IV 155; 2*. Tangenta în M are ecuaţia 


i 8e + y— 3 = 0. Punctul K are coordonatele æ = —3; y =.27; 3°. Avem 


S(0,—9), K'(0,27), L(0, 3). 
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156. Funcţia f(x) = 2% + 6z? —15x +1 ia valoarea mazimă în 
x= |(1)], şi cea minimă în x =|(2)| . Ecuația f(x) = a are trei rădă- 
cini reale cind |(3)| < a <|(4)]. 


 — 


B: (| = —5, (2=1, —7<a<10, 


— 


+ 


> 


E aa i 


La . 


Fig. 1V.155 l ' Fig. 1V.158 


157. Să se determine extremele functiei: f(x) = ciag 
Ba? H1 
R: Punem +” ; = m, de unde 3ma? — 3x + m+1=0. Pentru ca această 
FER 


ecuaţie să aibă rădăcini reale (deci f(x) să aibă extreme) este necesar ca 


= 9 — 12 m(m + 1) > 0; rezultă m e|- 5 5|: Abscisele corespunzătoa- + 


¿4 3+Y9-— 12 J 
re acestor valori sînt date de z1, = 3 + Y9 — 12m(m +1) = dE , de undez,= 
om 2m i 
= — şi Za = 1; avem deci un minim în E 5, — 5) si un maxim în S; 
| 1, A - Altfel: Folosind derivata intiia obținem aceleaşi rezultate. 
\ 


v zr A . . a DI gx? + æ 
158, Să se reprezinte grafic funcţia: y = ai 
x öx -+ 6 
R: Graficul este dat în fig. 1V.158, 


159. 1°. Sá se studieze sí sá se reprezinte grafic functia f(x) = 


s? — 3 
2°. Folosind graficul de la 1° să se studieze natura rădăcinilor ecuatiel 
x? — ax? + 3a = Q, unde a este un parametru variabil real Ri 


17 — Culegere de probleme de matematică 


obținute la punctul 4° cu curba y = — È. 


2 4-0 ==" o. 


. - “w H e 


reale; pentru PERRA avem o rădăcină dublă v= 3 şi una simplă; pentra 
2 
0<a< z o singură rădăcină reală; cînd a = 0 avem o rădăcină triplă z =0; 
o 


š A 9 AREA n , 
pentru 0>a> — A o rădăcină reală; a = — 77 o rădăcină dublă æ = —3 şi o 
> 2 


i 9 A d 
rădăcină simplă, si în fine, cînd a < — z avem trei rádácini reale. 


” 


Fig. IV.159. Fig. IV.160. 


ză 


160. 1°. Să se construiască graficul funeţiei: f(x) = 7 
T? — 


folosindu- 
se și derivata a doua. 
2”. Sá se determine coordonatele punctelor de interseetie ale curbei 


22 
R: 1° Tabloul de variaţie este: 


z% V->2 0 1 a + 00 
LE A a A O EA 
fle) +0 A inflex, A 0 y — n] +05 4 min AX + 00 
Fla) | $ 0: tă Q — | A CE 


Dreapta y = x este asimptotă oblică; gralicul este dat în fig. 1V.160. 


2. y = Po este ecuatia unei parabole eu virful in originea coordonatelor, 
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o 


abscisele punctelor de intersecţie ale celor două curbe sint date de rădăcinile 
ecuaţiei z?(22 + 2222 — 1) = 


161. Se dă funcţia f(x) = Simts, 
RE 


41°. „Să se determine coeficienții p și q astfel încît peniru x = 2 valoarea 


„funcţiei să fie egală cu 8, iar valoarea derivatei să fie egală cu —3. 


2°. Să se afle în acest caz valorile extreme ale funcției. 
3. Sá se determine asimptotele curbei y = f(x), fără a se construi 
graficul funcţiei. 
R: 1°. p = 1, q = 2, 2°. (—1, —1), (3, 7); 3°. y = x + 2 asimptotă, oblică 
(max) (min) 
şi z = 1 verticală. 


162. Să se determine funcţia polinom de forma 


f(z) = ax? + bx? + cz + d, 


a cărei curbă reprezentativă are punctul de inflexiune în originea axelor 
de coordonate, punct în care prima bisectoare a axelor este tan gentá la curbă. 
Să se reprezinte grafic curba obţinută. 


R: Curba trece prin originea axelor, d = 0. 


Trebuie să avem f'(0) = 1; dar f'(z) = 3az? + 2bz + e, de unde rezultă 
e= 3. 

De asemenea trebuie ca f”(0) = 0, dar f“(2) = bax + 2b, de unde rezultă 
b = 0. Prin urmare funcţia este de forma f(x) = az? + æ. Deosebim două cazuri: 
a>0, a<0. Pentru a>0 tabelul. de variaţie al funcţiei este i i 


| —c0 0 +09 
= == 0 4 + 
inflexiune 


iar graficul este dat în dig. AV.162, a, 


17 x 
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Pentru a<0, tabloul de variaţie este: 


E Ant oul i a aice iei 
T 1 0 le | — 2 
: Pie BA 3a ES 
— A NN a e a A ST E EN e 
Fla]. — = A j 4 RA los 
— A A O A Pa nt IER o o ara a 
Sata A 0 A E | 
fal] POI i. Ba 3 PA AA 
(pal. e + 0 es =n e 
AAA ZA, 
inflexiune 


iar graficul este dat în fig. 1V.162, b. 


Fig. IV.162 


163. 1°. Să se determine funcţia polinom de forma f(x) = ax? + 
+ bx? + cx + d, ştiind că curba reprezentativă este tangentă la axa Ox 
în punctul (—1, 0) și că unul din extreme este în punctul (0, 1). 

22, Să se reprezinte grafic funcţia astfel determinată. 

3". Pe acelaşi grafic să se reprezinte şi funcţia g(x) simetrică cu f(x) 


faţă de aza Oz. | 
4°, Să se calculeze aria mărginită de curbele reprezentative ale celor 


două funcţii de la 3 și punctele lor de contact. 
R: 1° — 2°, Funcţia respectivă este de forma 
fla) = (£ + 1)? (ue + B). 
deoarece z = —1 trebuie să anuleze şi pe f(x) şi derivata acesteia Fl... 
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HR 


Un extrem al funcţiei fiind în (0, 1) trebuie ca f'(0) = 0 gi f(0) = 
Avem f (1) = 2 (x + 1) (az + B) + alz t 11% HA f'(0) = 28 însă 


iar f(0) = B = 1; de unde a = —2. Rezultă f(z) = —22 — 3z? + 1. | 
Tabloul de variaţie al acestei funcţii este: | 
z — 00 —1 a 0 “i +00 | 
8 2 3 
Mia | NS Doe E a ză 
flx) 4-00 y 0 A ACERA x 0 x —o0 
ftx) En E + 0 — = æ 
inflexiune 
Graficul este dat în fig. 1V.163. Ns 
`8°. Curba reprezentativă a funcției g(z) este trasată pe graficul din fig. IV.163 2 — 
punctat. ; 
0 1/2 ; 
. Aria căutată este A = & e| | fajas + | fía) | = (2) . 
== ] 0 E 


164. Fie funcția f(x) = ax? + bx? + 
+ cx + d; se cere; 

1°. Să se determine coeficienții a, b, 
c, d, astfel ca f(x) să se anuleze pen- 
tru x= 1 şi x= 8/3 şi să aibă un punct 
extrem de coordonate z = 2, y = — 4. 

2°. Să se studieze şi să se reprezinte 
grafic f(x), a b, c,'d avînd valorile de- 
terminate la pet. s ha 

3. Să se studieze și să se reprezinte 
pe același grafic şi funcţia g(x) = 2x? + 
+ 2x, calculindu-se punctele comune 
ale celor două curbe. 

R: 1°. Avem ecuaţiile Fig. 1V.163 


a+ b40c4d=0, (1) 


64, , 8 
Id 


Derivata f'(x) = 3ax? + 2bx + e, 
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Punem condiţia ca f'(x) să se anuleze pentru a = 2 şi obţinem 


1% + 4b 4 c=0. (3) 
Dar f(2) = —4, sau 
8a + 4b+ 2e + d = —4. (4) 
Rezolvind sistemul format de ecuaţiile (1) — (4) se obţine a = 3, b = —11, 
c=8,d=0. 


2°, Studiul funcţiei f(x) = 34? — 1la? + 8x se vede în tabloul de variație 


g — 00 0 4/9 1 2 8/3 -+ 00 
AER MEA AE A ua SUA a A CR MRI AR IE ec 
f'(a) + + + 0=--0+ + č 4 
H. f(z) —0 7 0 iau 0 x —4 A 0 A co 


243 


jar graficul este dat în fig. IV.164. 
3°. Studiul funcţiei g(x) = 222 + 2x (parabolă) se vede în tabloul: 


z -œo —1 -2 0 +00 
s (2) =---0++ + 
glx) +co y 0 y E AU A +00 


iar graficul este dat în fig, 1V.164 punctat. 
Punctele comune se aflá rezolvind sistemul de 
i Fig. IV.164 ecuaţii y = 22? + 2x si y = 344 — lz? + 8z. 


pa, f 97 172 + 16V97 13 — ¥97 
k Se găsesc punctele (0, 0), (8.41% q 197, ti Mad E 1 JE (ai > 
BP 472 — Liy 

6 . 
„165, Sá se determine funcţia polinom de forma f(x) = at + ba? + 
+ c2 + dz + e ale cărei extreme sînt în punctele A(1, 0), B(—1, 0), 
„curba reprezentativă trecînd prin C(0, 1). 
X 2°. Să se reprezinte apoi grafic funcția astfel determinată. 
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$. Pe același grafic să se traseze apoi și curba reprezentativă a funcţiei 
glz) simetrică cu f(x) faţă de Ox. 

4°. Să se calculeze aria cuprinsă între cele două curbe și punctele lor 
de contact. 

R: 1”. Funcţia respectivă este de forma f(a) = a(x — 1)? (z + 1)?, întrucît 


A şi B sint puncte extreme ale curbei și punctele de intersecție cu Oz, deci rădă- 
cini duble ale ecuației f(z) = 0. - 


Punînd condiția ca si punctul (0, 1) să fie un extrem, obținem a = 1; avem | 


în definitiv f(x) = (2? — 12. . 
Altfel. Derivata este f'(x) = haz? + 3ba? + lex + d; punînd condiția ca 
f'(z) = 0 să aibă ca rădăcini pe — 1, 0, 4 şi scriind apoi că f(x) = 0 are ca rădăcini 
pe æ 4 1 şi că 7(0) = 1, se obține în final funcția f(x) = (z? — 1). 
2”. Tabloul de variaţie al funcţiei respective este: 
TA a tacea aere aa E MAS ai aul pe Sail O 


1 1 
— 00 —1 AH a 0 -s 
z TE TE 1 00 
A ERA AA 
f"(x) AS e fe fete E E ER A VE 
EAS Er A 
flx) +0 x 0 A a 1 y x 0 xXx +0 
á_A— O mm 
Fx) +t + + + 0 == — 0 + # A 


inflexiune 


Graficul este dat în fig. VI.165. 

3”. Funcția simetrică cu f(x) faţă de Oz este 
glz) = —2t + 22% —4, curba fiind trasată punctat 
în fig. 1V.465. 

4”, Aria cerută este 


1 
5 

A=4 (rimas A 
y 


0 
166. 1°. Să se determine funcţia poli- 
nom f(x) = P(x) astfel încît curba reprezen- 
(ativă să fie tangentă la Oz în punctele de Fig. 1V.165 
abscise +- 2 și 0. 
2. Sá se reprezinte grafic funcția obţinută la Y pentru a=1 (a 


fiind coeficientul lui x de gradul cel mai mare). 


9”. Pe acelaşi grafic să se traseze și funcția g(x) simetrica lui f(x) 
faţă de aza Oz ( pentru cazul particular de la 2). 

4. Sá se găsească aria cuprinsă între cele două curbe st punctele lor 
de contact. 
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R: 1”. Funcţia căutată este de forma f(x) = ax*(x* — 4)?, unde a poate 
fi >0 sau <0. 
2%, Pentru a = 1, tabloul de variaţie este: 


— 


ee a | 00 aa E - 7 0 vi | 28 2 ña 
E A fix) | Be ca Die op y imi CU „ea if LPT 
N fix) +o x 0 A (>) x OA 5) x 0 A > 400 
E f” (x) Fea Pork RE O rnn e aii pi y 
aA | inflexiune  inflexiune  inflexiune 


„graficul fiind dat în fig. 1V.166. 


3°. Simetrica lui f(z) faţă de Oz este g(x) = —a*(a? — 4)?, graficul fiind 
y trasat punctat în fig. 1V.166,. 


4°. Aria căutată este 


r 1 5 a [2 63 
a = i| fajde = AR aa a 
TETU b 3-6-7 


167. 1°. Să se determine funcția po- 
linom de forma f(x) = xP(x) avind trer 
extreme în punctele (—1, 9), (—2, 0), 


ic (—3, 9) şi încă alte trei extreme în punc- 
Ha tele simetrice cu acestea fată de originea 
NL axelor de coordonate. 

¡YA 20 ` f af 

a Sep DI , 2°. Să se reprezinte apoi grafic func- 
Poe: Fig. 1V.166 tia de la punctul 1°. 


3°, Pe graficul funcţiei de la 2° să se 


DEN : , A 

| SA traseze și functia g(x), simelrica lui f(x) față de Oz. 

RAN 4%. Să se calculeze apoi aria mărginită de cele două curbe, punctele 
lor de contact gi de intersecție, 

DA R: 1% Funcția este de forma f(x) = s(x? — 4)? (ax? + ba -+ c); punind 
MN: ira e lo . i 2 
^a condiţia să aibă extreme și în punctele (—1, 9) şi (—3, 9), se obține f(x) = PPF f 
A 

a — 4) Ue? — 111). 

RE aa 

ET | 
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2°, Tabloul de variaţie al funcfici respective este: 


z — 00 -r ay a mld 9 ya +00 
Fx) + + +- A E E A e LO 
flx) —00 A 0 1938.01 93405 —9 10 “9: 05 +o 


(Se renuntá la derivata a doua nefiind necesará studiului acesteia). 
Graficul este dat în fig. 1V.167. 
3°. Simetrica lui f(x) faţă de Oz este 


graficul fiind trasat punctat în fig. 1V.167. 


4”. Calculul arici nu comportă nici o greu- 
tate, fiind dat de 


—2 0 
= aÈ ia dz + af re dx. 
ri -2 
-7 
16$. Să se determine a, b, c astfel ca Fie. 1V.167 
F(x) = (ax? + ba + c)/3—2x să fie o primi- 
tivá a Inif(a) = x V3 —2x. Pentru 0 < x <> funcţia f(x) ta valori 


E, 
EA . 

» i: R 
O e e cm E n 


+ ; 
es. 


. 
E e 
fe 
PP" 


+ 
ee 
"e 


4 3 E 


pozitive. Care este aria limitată prin curba sa reprezentativá şi dreptele 


E 


s= 0, y =0, n=? 


AT ` 
> > 
CA 


R: Trebuie să avem Pla = aV 3-23 Jz; zdana pe F(x) si apoi identificind, 


obtinem a = 2/5, b = —1/5, e = —3/5. Aria osto Ž E N m 


169. Se dă funcția f(x) = 


1*. Să se studieze şi să se orina pe acelaşi grafic f(x), pentru ES 
a>0 si a<0. CA 
22. Să se determine a >0 aga fel ca tangenta la curbă în punctul deve 
intersecţie cu Oy să facă cu Ox un unghi de 135 35, R 

3. Să se scrie ecuațiile tangentelor la curbă, în cazul a >0, în punc- AN 
tele de intersecţie ale acesteia cu o dreaptă dusă prin central de simetrie C EAS 
al curbei şi paralelă cu prima bisectoare a axelor de coordonate. 


pc, unde k > 0 şi se cere: S 
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4* Înlocuind pe a cu valoarea determinată la 2 să se găsească ecuația, 
hiperbolei respective făcînd o translație a axelor din C in O și o rotaţie 
de 45°. 


R: 1°. Pentru a>0 tabloul de variaţie este: 


e — 00 0 k + 00 
Fa == -- | - = - 
j Ha) | 0 > => ~o] +o x 0 


„iar pentru a<0, tabloul de variaţie este: 


zx — 00 0 k + 00 


['(2) pr ara 


Ma) | 0 7 dr to| =o: a 0 


Pentru aceste două cazuri curbele reprezentative sint date în fig. 1V.169. 
2° — 3”, Coeficientul unghiular al tangentei în A la curbă este m = 1'(0) = 


a ` A . . 
= — e ; punind condiţia ca m = —1. 


k? 
Sia æ — k 
si A (0, —k). Ecuația tangentei în A 
este z + y + k= 0. 

Ecuația unei drepte ce trece prin 
C(k, 0) si paralelă cu bisectoarea intiia 
a axelor este 


rezultă a = k?gi avem deci f(x) = 


A ee pam im e ti 
aa E > > w + 


z—y—k=0. (1) 
Intersectiile acestei drepte cu 

y &? 
| ph E = ç 2 
iy P i A 
4 se alla rezolving şi sistemul format din 
Miami | ecuaţiile si (2); obţinem: Z (24, A 
EFAS Fig. 1V.169 700 IL ) e) an A 
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Tangentele la curbă în punctele 7, şi T, sint respectiv z + y— 3k=0 
şi z+ytrhk=o0. 
5 A 2 
4°, Pentru translatia din C(k, 0) în O, se face z— k= X, f(x) = a 
x 
pentru rotație se folosesc formulele == X cos « — Y sin a, y = X sina + 
+ Y cosa, unde a = 45°. Se obține hiperbola echilaterá X? — Y? + 24? = 0, 
avind axa Oy ca axă transversá. 


170. 1°. Să se studieze si să se reprezinte grafic functia f(x) = 


unde a si b>0. 

2°, Să se determine constantele a şi b astfel ca tangentele duse la curba 
reprezentativă în punctele de intersecţie cu Oy si Ox să facă cu aza Ox 
respectiv unghiuri de 60 și 30°. 

3. Sá se reprezinte grafic funcţiile ce se obţin cînd inlocuim pe a si 
b cu valorile de la 2°. 


<a 


z—a 
> 
sz +b 


4. Să se determine unghiul format de cele două tangente în cazul 3°, 


precum şi punctul lor de intersecție (pentru ambele valori ale lui a si b). 
R: 1*. Tabloul de variație este: 


+ — 00 —b 0 a +00 
Fx) + + | + Fo + + + 
f(x) 1 XA +œ | —00 A pi AO A 41 


E E AA E AS IA 
derivata întii fiind | 
7 b Li 
flaj= =. 
(z + b)? 
Graficul este dat în fig. IV.170a. 
2°. Punctele de intersecție cu axele de coordonate fiind A ( 0, — ra si 
. . i. . b 

Bla, 0), coeficienții unghiulari ai tangentelor în aceste puncte sînt m A=F(0) = 

a + b 


—— 
a 


A > j 4 , 
şi mp = f'(a) = i - Avem de rezolvat deci sistemul ato = Ya» 
b? 


2 a + 
A B e E? PIE PE MRI 
a+b Va e u ezullá ap = |V 3 F 1, b = +41. 
3”. Reprezentarea grafică a funcţiilor f,(2) = de TU 4 si fala) = 
æi j 


z— V3 —1 x : 
= Ar At este dată în fig. 1V.170b si 1V,1700. 


e 


A y E 1 è 
A J IF „A n : d d 
8 Meta gene A AO mini a i PA 


pr ve: 
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e i 


mo 
== 


4°., Ecuația tangentei in A, (0, — V3 1) este y + V3-1=2x/3, iar 


E 1 i 
în B, (V3 — 1,0) este y = alelă + 1). 


dE $ 
f z - i A 
i Ea Fig. IV. 170a Fig. IV. 170b 
e . 
: E “ Punctul de intersecție al acestor tangente este P, (2 — V 3, V3 — 2), adică 
pe a doua bisectoare. ' 
A Jl. Ecuația tangentei în A, (0, V3 + 1) este y — 
—V3 —1 = 2V3, iar in B, (V3 + 1, 0) este y = 
1 ( 3 
= iz — y 3 —1). 
V 3 


Punctul de intersecţie al acestor două tangente 
este P, (—2 — V3, — 2 — V 3) adică pe prima bi- 
sectoare a axelor. 


171. Se dă funcția f(x) = e » unde k>0 


z 
a 7 Şi se cere: 
a: ERA 4°, Sásestudieze şi săse reprezinte pe același 
ae, Fig. 1V.170c grafic f(x), considerind succesiv a >0 şi a< 0. 
AA 2. Să se determine k în funcţie de a >0 


-astfel ca prima bisectoare să fie tangentă la curba reprezentativă în ori- 
„~ ginea axelor de coordonate. 

0 3°. Să se găsească apoi funcţia inversă f(x), k avind valoarea dete- 
> minată la 2, reprezentindu-se grafic această funcție. . 
49 Luind pe f(x) un punct M situat în cadranul I al axelor de coor- 
E “donate, să se găsească punctul corespunzător pe f”* (2), verificindu-se 
a aceasta prin calcul. 
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R: 1°. Pentru a>0, tabloul de variaţie al lui f(x) este: 


a — 00 wk 0 +00 i 
f'(x) PE |+ + +++ 8 
E “y 
Na) o 05 | Ă- 0 A ZA 
i 
derivata intiia fiind f'(x) = ar . 


Pentru a<0 se va observa că tabloul de variaţie diferă de precedentul prin 
aceea că f'(2)<0 pentru ER — {—k}. Graficele lui f(x) pentru aZ20 sînt date 
în fig. 1V.171, a. i l | 

2°, Pentru ca y = x să fie tangentă în O la curbă, trebuie să avem f'(0) = 1, 


= , (a > 0) 


de unde rezultă a = k. În acest caz funcţia devine f(x) nr za 


az 


30. Funcţia inversă este f-1(2) = —— 
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Tabloul de variaţie al acestei funcţii este: 


© — 00 0 a +00 
f(x) q. =p EN | + «qa 
fia) | —a AO A +00 [<> A =a 


graficul fiind dat în fig. 1V.171b. 


4°. Luind un punct M F A pe f(x), simetricul acestuia faţă de prima 


bisectoare este M” [= : Z); se verifică uşor că M’ se găsește pe f(x). 


axr? 


z-+ k 


172, 1°. Să se studieze și să se reprezinte grafic functia f(x) = > 


unde a sí k >Q. 
2. Să se determine apoi a și k astfel incit: 
— asimptota oblică a curbei să fie paralelă cu bisectoarea întîi a axelor 
de coordonate; 
— distanţa dintre punctele extreme ale funcţiei să fie egală cu 20 k. 
3". Să se găsească punctele de pe curbă situate în cadranul 11 în care 


se pot duce tangente la curbă paralele cu bisectoarea a doua a axelor de 
coordonate (a şi k avind valorile determinate la 2°). 


2k . ; 
R: 1°. Derivata f'(x) = TS asimptota oblicá y = mx + n, unde 
: x- ki)“ 
flx) 


m = lim 22 =a şi n = lim [f(1) — az] = — ak (*) 
x+ T x>+0 
si deci 
y = alx — k). 
Tabloul de variaţie este: 


O eee o FF e e 


T —00 —2k —h 0 00 
e CR RTS SA ES ROA NAS E 
f(x) q n 0 — = | — T Ac” 4 + 
fla) | -œ A —hak . y -o| -+- 00 sx 0 A +00 
max min 


iar graficul este dat în fig. 1V.172, 
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2°, Punind condiţia ca dreapta (*) sá fi x 

Pe O a ci apta să fie paralelă cu y = x, obfi 

ij 3 5 ig 5 pe aan nem == 

Scriind apoi că distanţa dintre punctele extreme ale funcției sá fie rr obtinem 
+ , 


| a. 
= 


i 2) 
3. Avem f'(2) ital sli fiè un punct IE T E 
(e + 47 punct pe abscisá A situat în cadra- 
Mita ta A 1 
nul JI («>0). Trebuie sá avem f (= =) = —1; înlocuind şi dezvoltind găsim 
a 
Y = 2 e y2. 


173. 1°. Să se studieze şi să se 
reprezinte grafic funcţia 


— 3nz + 2a? 


az 
k pă  — 
f(e) s+ k 


? 


unde a si k >0. 

2. Sá se determine valorile lui k 
în funcţie de a, astfel ca tangentele 
la curba respeclivă în punclele de 
intersectie ale acesteia cu Oz să for- 
meze un unghi de 45". 

3. Sáse reprezinie grafic funcția 
ce se obtine cînd k are valoarea alge- A 

TAS nt ape „Fig. 1V.172 
brică cea mai mică obținută la 2. 


R: 1°. Tabloul de variaţie al funcției este: 


7 +00 


Tn TS a 
a 9 3 


M so far 0 7 +0 


É min 


max 
ns Sha So O a OA o a 
derivata întiia fiind fz) = at ME id ti , lar rădăcinile acesteia 212 = 
erivata In la + k)? | 


c-==—k 


Asimptota oblică are ecuaţia y == — (3a + 4), graficul fiind dat în 
fig. 1V.173. 
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2° — 3”. Coeficientul unghiular al tangentei în A(a, 0) este m, = f'(a) = 


yá a 
pa = „iar acela al tangentei în B (2a, 0) este mp = . Punem 
AT A a+ k 2a + k 
| a 
1.0007. a PE Mi — Ma . è A A 
Pa condiţia ca tgp = 2-2 = 1 gi obţinem kis = 4 j 
VESTE xo 1+ mm, g 
pap xv? — Bar + 2a? . ; 
EN Pentru k = a, avem f(x) = T , dar cînd k = — 2a, avem 
Ar WOR + a 


AS fix) = x — a, adică tocmai asimptota 
DR 4 oblică la curba respectivă. 

174. 1°. Să se studieze şi să se 
reprezinte grafic funcţia 


a 


E es: 
f(x) AE 


2 
- 


Se vor considera separat cazurile 
a>0,a<0. 

2. Să se găsească funcţia (func- 
(iile) inversă f(x) trasindu-se şi gra- 
ficul acesteia (luându-se în considerare 
de asemenea cazurile a >0, a<0). 

3°. Să se găsească punctele co- 
mune ale funcțiilor f(x) si f(x), 
în cazul particular a = k = 1. 

R: 1°. Cazul a>0. Primele două derivate sînt f'(x) = 2a — TI? — 
(at + k)? 


Fig. 1V.173 


şi 


Ey : A k — 3x? `. -gs 
EEr Fla) = — 2a lar tabloul de variație este: 


¿(+ A 


Fla) EO kio oa] 
ħħ OűúOúů 


Pentru a<0 tabloul de variaţie se deduce 


din precedentul. Grafi let 
pentru cele două cazuri este dat în fig. 1V.174, prece e ul, Graficul comp 
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9. Se observă că f(x) admite două funcţii inverse pe intervalele (=<o =] şi 
, Li 


E o]; acestea sint fiala) = 4 |==, tunde tE o, “|. 


F? 


+ 


Graficul funcţiilor falz) (cazul a>0) este dat tol in fig. 1V.174. 


T 
T 


8. Cind a = k = 1, avem fla) = a si fila) = + | > sate 

suficient să calculăm unul din cele două 

puncte de intersecție şi anume acela si- 

tuat în cadranul I, cel de al doilea punct 

fiind simetric cu primul, faţă de Oz. 
Avem de rezolvat sistemul 


e 


z 6 » 
. + 4 ? P : 0 pe 
pd 4 - wY - 
a hag A a RI DA A A a UNA : 


2 pă 


de oi re 


2 a y = |: —2 4 
Eliminind pe y între aceste două ecuaţii E 
obţinem ecuaţia (2% + 1)”. (1 — 2) — a 


— am = 0, care are o singură rădăcină 
reală (ceea ce se constată formînd şirul 
lui Rolle) şi anume z = 0,68, rezullind 
y = 0,68. 


Notă. Dacă se ia a = — 1 ṣi k =1, d i a Fig. 1V.174 


se obțin si celelalte două puncte de inter- | 
secţie arătate în graficul din fig. 1V.174. Cele patru puncte L, I., 13, I, sînt aşezate 
pe cercul cu centrul în origine z? + y? = 2: 0,68%. 


ax 


E şi se cere: 
sF R 


175. Se dă funcția f(x) = 


4°, Sá se studieze şi să se reprezinte grafic f(x), considerindu-se m: 


cazurile a >0 și a < Q. 


9. Sá se determine apoi a în funcţie de k astfel încît prima bisectoare 


a axelor să fie tangentă în origine la curbă (în cazul a > 0). 


netia inversă f'(x), trasindu-se şi graficul 


90, Sá se găsească apol fu A 
le cazuri: a >0, a < 0). 


4 e ¿qa 
acesteia (se vor considera ambe EN 


. go Pi 
8 SE 
} 
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R: 1°. Tabloul de variație al funcției fla), pentru a>0 este: 


z — 00 —V3k —k 0 k V3k 


Mal = A A 


f(z) 0 ` m A a wil 50 


y Ma | — AA e a dp 


inflexiune inflexiune inflexiune 
TEF , i a .. k? —-z? 
io primele două derivate fiind F (a) = a £ 


(2? -+ k?)}? (2? -t ajo" 
X Tabloul de variaţie pentru a<0 se deduce din precedentul. 
RVA ! Graficul este dat în fig., 1V.175 (pentru ambele cazuri a>0 şi a<0). 


EEn 2°, Trebuie ca f'(0) = 1, sau = = 1, de unde rezultă a = kè, 


4 


În acest 


kx 
æ? -p k? 
Pentru k = 0 problema este imposibilă. 
3”. Se observă că functia inversă se 
poale deduce din precedenta printr-o ro- 
tatie a axelor cu 90% în sens trigono- 


metric. Folosind formulele de la pro- 
blema 169, 


caz avem f(x) = 


NF iral j 


z= X cos a — Y sin a 
y = Xsin« + Y cosa, 


rezultă z = —Y, y = X şi deci Y = 


y 


— 


O Ypk 
Fig. 1V.175 face fără nici ọ dificultate, aşa cum se 
vede în fig. IV.175. 


« Trasarea acestei funcții se 


2 


176. 1°. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcția f(x) = — 


——— 


> 
+1 
unde k >0. Se vor considera cazurile a > 0 şia<0. 
2. Sá se determine apoi k în funcţie de a astfel ca tangenta la curba 


reprezentativă în unul din punctele sale de inflexiune să facă cu Ox 
un unghi de 30%. Să se verifice rezultatele obținute. 


i 
La 
i$ 
le 
Y, 
AE 
de 
y 
j i 
"Y 
TE 
| 
1 
LA 
A 
4 


e. al 


sos 


N 
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2. Să se găsească funcţia inversă f(x), pentru cazul cind a şi k >Q, 
reprezentindu-se grafic şi această funcţie. 


E: 1°. Primele două derivate sînt: 
dakz k — 3r? 


f(x) = TEE f(x) = E iar tabloul de variaţie pentru a>0, este 
TORN 
x — 00 — LE 0 Li +00 
3 3 
f(x) ee pi at hit ON: 
fx) a x 0 A a 
f"(x) — — 0 + ++ Y A pe 
inflexiune min intlexiune 


Gralicul este dat în fig. 1V.176, a. 


Fig. 1V.176 


2°, Se observă în grafic că numai în punctul /, se poate duce o tangentă 
care să facă cu Oz un unghi <90*, 
A : x 9 y 
Avem deci f' (/4)- Ti: înlocuind rezultă k = (ze) „ În acest caz 
3 3 
fla) = 2 i obţi i 
ad Aa Gaz? + Bia" Verificarea rezultatului obţinut se face cu uşurinţă. 
3°. Se observă, studiind graficul, că f(z) are două funcţii inverse pe inter- 
valele (— oo, 0] şi [0, co), unde f(z)<0 si respectiv f(7)>0. 


Ei graficul complet pentru 
a — Tt 


Cele douá functii inverse sînt fía (x) = + 
aceste două funcţii fiind dat în fig. 1V.176, b. 
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> 


177. Se dă funcţia f(x) = Z+? undea >0. Se cere: 
a? -i- k? 


41°. Să se studieze şi să se reprezinte grafic. 
2°. Să se determine apoi k în funcţic de a, astfel ca ordonatele punctelor 
extreme ale funcţiei să verifice relaţia 2y, + Ya = 0. 

ya 3. Sá se determine a, astfel încii dreapta care unește punctele extreme 
„ale curbei să fie paralelă cu prima bisectoare a axelor de coordonate. 
o. 4°. Să se găsească punctele de inflexiune ale curbei, a avind valoarea 
„+ pozitivă determinată la 2°, 
R: 1”. Tabloul de variaţie este: 


z — 00 — a — Va + k? — a 0 — a+ Vaz + k? -} 00 
Pla] =- — 0 + + o: =- 
y fiz) MI Ll CEA E A 
Aa 2k? k? 2k? 
min max 


iar graficul este dat în fig. IV.177. 


2°, Inlocuind în relația 2y, + 
+ y, = 0 ordonatele respective, ob- 
tinem 4? = 84% şi funcția devine 


; a ra 
SA Ma) ===. 
AE a? + ga? 
aa 3°. Scriind că coeficientul unghiu- 
ys lar al dreptei mM este egal cu 4, 
e obţinem 
¡0 pe r 
Bei Fig. 1V.177 áa Ba 1, de unde am dela 
TRN, 2a + 4a 4 

~ | 
P a 4 > ¿ 3 > 3 PA 
DE - si | 4 2(2a? + 1) (2a? + 1) 
i „Rădăcinile ecuației f”(z)=0 sìnt toate reale si cuprinse în intervalele 
¡E 3 1 . n dia 
i d |- 2, — 3) (—1, 0), E , 1) y una din rădăcini fiind egală cu — 0,08; deter- 
y AGA MI 6, 8 
E fe minarea celorlalte două nu comportă vreo dificultate (=: + za = — ra + TA 
e i 00) 
Y na.” ° 
EO 8 8 
Daa „dai 
ia 276 
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178. 12. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia f(x) = Tari i 
 — 
luindu-se în considerare cazurile a >0şia<0. 
92, Să se determine apoi valoarea lui a astfel ca tangenta la curbă 
în punctul de abscisú z = — 4 să fie paralelă cu prima bisectoare a azelor 


de coordonate. Să se scrie ecuaţia acestei tangente. 


20, Să se găsească funcţia inversă f(x), a avind valoarea determinatá 


la 22. Să se reprezinte grafic f Me): 
R: 49. Cazul a>0. f'(2) = stă z = e iar tabloul de variație este: 
T“ > J 
g — CO —2 0 2 -CO 
fiz) Ape F + + 0 o 0 e a2 
-2 — 00 o x 0 
fia) |! 0 7 co — 00 1-3 x 
Pentru a<0 tabloul de variație se deduce din precedentul, 
Graficul este dat în fig. 1V.178, a. j 
. amas $ EM 
2. 'Trebuio ca f'(—4) = 1; înlocuind obținem — TT 


Fig. IV.178 


i deci = „ Ecuația tangentei în punctul de abscisă 
de unde a = 48, 51 deci f(x) E t 7 


3 
ată y = /(— 4) este Y — 3 


z = — 4 şi de ordon 
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A A A 


z Iš + krt . 18 + 47 
3°. Avem f; Ma) = + ps si fə la] = — puts , Ceea ce era uşor 


de prevăzut dintr-o analiză atentă a graficului funcţiei f(x). 
Tabloul de variaţie al funcţiei f7 1(2) este: 


| g — 00 — 9/2 0 +4 00 
A Sia E aiR 
fe | 2 >= SII] = 


domeniul de definiție fiind ze[- 00, — JU (0, œ); tabloul de variaţie al 


lui f3 * se deduce ușor din precedentul. 

Graficul funcţiilor f(x) este dat în fig. 1V.178, b. 

Se observă că graficul (complet) al funcţiilor fia (x) se poate obţine din 
acela al lui f(x) (a>0) printr-o rotaţie a axelor cu 90? în sens invers trigonometric. 


az 


179. 1%. Sá se studieze și să se reprezinte grafic funcţia f(x) = — pe 
2 fi 


Li 


considerînd cazurile a >0, a< Q. 

2. Să se determine a în funcţie de k astfel ca tangenta la această curbă 
în punctul de inflexiune a acesteia să facă cu Ox un unghi de 135. 

3. Să se găsească apoi celelalte puncte de pe curbă în care tangentele 
fac cu Oz un unghi de 135°. 

R: 1°. Cazul a > 0; tabloul de variaţie este: 


T — 00 — k 0 k +00 


f(x) ha a Ei a AN 
fx) | 0 ` -œ | +o x 0 N —o|+o0o 300 

AAA DAM A ISA Via aa 
Mal — z + o — | n 


Pentru 4<0, tabloul de variație se deduce din precedentul. 
Graficul curbei reprezentative este dat în fig. 1V.179, 


„2 .2 

qe + k 
(a? a k2)? 
= — 1, de unde rezultă imediat a = k?, Pentru k = 0 problema este imposiblă. 


2°, Derivata întiia este f'(x) = — ; trebuie să avem f'(0) = 
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oo Trebuie să m2 a? + k? aa 
3°. Trebuie să avem — k Ter = — 1, de unde rezultă x*(1?— 3k?) =0 
e eS 
. d 04 == 0 (ori ine > Daa k Va . a kV 3 
şi dec! 1.2 ginea), ayy = kY 3, iar ya: =0, Yo =E- 


180. 1%. Să se studieze şi sá se 

reprezinte grafic funcţia f(x) = s -3 
e —e 

luînd in considerare cazurile a > 0 
şi a<0. 

2. Presupunind a = k şi a >0, 
să se găsească punctul de abscisú a, 
unde a < — k, în care se poate duce 
la curba respectivă o tangentă para- 
lelă cu dreapta y = d. 

Să se găsească apoi și alte puncte în 
care se pot duce lacurba reprezentativă 


tahgente paralele cu prima bisectoare. Fig. 1V.47 
R: 1%. Cazul a>0. Primele două derivate sint f'(x) = 2 uzi — ej 
z2 — kay 
32? (9 > 
f"(x) = 2ak? cd ee tabloul de variaţie fiind: 
la? A Re 
T — 00 — k 0 k co 
f(x) aje sf Er + 0 a = 7 
fix) a A | -+ œ | — œ A 0 ys — 00 | [9 e) N a 
A e — DT —— 
Fla + o + | E: | Po 


O CN A NIN N E a te Aici Ra SI RIO 
Graficul este dat în fig. IV.180. 
2. Trebuie ca f'(a) = 1; cu & El— ək, — k). Se ia apoi z = ku şi se pune 


condiţia ca / (ko) = 1; se gásegle a X — 0,37k. 


181. 49. Să se studieze și să se reprezinte grafic funcţia f(x) = PEETI 
útoare cazurilor a >Q şi a < 0. 
l ca tangenta la curba reprezenta 


anta egală cu 3/4. 


Se vor trasa graficele corespunz 
2°, Să se determine a astfe 
punctul de abscisă x = 0 să aibă p 
3°. Ce deplasare trebuie să se dea axe 
tele extreme ale funcţiei să fie pe Oy? 


tivă în 
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lor de coordonate pentru ca punc 


o v . . . Li . a A 2 , 
4%, Să se scrie ecnatia funcţiei inverse f(z) în cazul 3”, trasind şi 
graficul acesteiu. 


Fig. 1V.180 
Z R: 41°. Cazul a>0. Tabloul de variație este: 
F d 
A z — 00 0. 1 — 9 +00 
f(z) + T + 0 — | — — 
Prp a 
Ft) 0 A 5 A 00| —00 A —a N -o | o x 0 
: Pentru a<0 tabloul se deduce din precedentul. 
A Graficul, pentru cele două cazuri este dat în fig. 1V.181, a. 
| D y 
A 
ji, 


Fig. 1V.181 
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e e 


RE PE , e yet láa=1 dietarios 2 
2, Trebuie să avem f'(0) = Pl rară a Bas 


, 
- 


32. Punctul maxim este M la A 4): ca acesta să fie pe Oy facem schim- 


barea de axe z— > = X, de unde rezultă g(x) = 


at—— 
4 . 
4%. Se observă că g(s) admite două funcții inverse pe intervalele in care 
, , 1 bt rd o 
aceasta este strict monotonă. Obfinem g1 olz) = + 21 Zi domeniul de defi 
nitie al acestor funcţii fiind E (— œ, — 4] U (0, 00). 
Tabloul de variație al funcţiei g(x) este: 
1 1 a 
z — 00 y 73 0 % 
ER A TO A 
2 (2) + F | J 0 — | — — 
DA N A N N a A a IRC 
glx) | 0 A o | -œ rn —4 y -o | o ` 0 


iar al funcţiei e (a2) este: 
, Pt Ur A 7 A E 


[5 o] — a 
HAI 


mi 00 x 1 
He) | 1 x 0 


tabloul funcţiei g3 1(2) deducindu-se din acesta. Graficul funcţiilor este dat ìn 
fig. IV.181, b. 
182. 1°. Să se studieze si să se reprezinte grafic funcţia f(x)= 


unde a>0 si a <0. | | 

9. Sá se delermine a astfel ca patrulaterul format din tagentele duse 
la cele două curbe de la 4° în punctele lor de inflexiune sù formeze un 
pătrat. Să se calculeze latura acestui pătrat. 


at+a+l 


3. Să se găsească funcţia inversă f(x) şi să se reprezinte grafic, 


considerind valoarea lui a > 0 de la an 


ye deplasări trebuie date axelor de coordonate pentru ca punctul 
o ir AER funcţiei f(x) să fie pe Oy, iar punctul cel mai depărtat de 
Oy al funcţiei fu) să fie pe Ox, a avind valoarea pozitivă de la 2%? 


de mazimum al 


a” 


PN ss 


"pp 


A é r 
= Moi 


pa s 


7 n O „0% 
e y IP: 


gta í 


TE RAE 


a S 


4 


m. 


sie 


+ T 
AE. 
> ¿qe 
v > 


a 


E 
A 


MA 


e. 
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R: 1°. Cazul a>0; tabloul de variație este: 


z — 00 — 1 — 1/2 0 i 


+00 

_  _— __ i a NI E A 

Mal + TA 0 = = 
4 

f(x) 0 A a A qe x a x 0 


Mal + +0 a a 


i aa y rle- 1) 
derivata a doua fiind f(z) = 6a "Y, 
(£? + +1) 

Pentru a<0, tabloul se deduce din precedentul. 

Graficul este dat în fig. IV.182, a. ` 

2°. Punctele de inflexiune ale celor două curbe (2>0, a<0) sînt în A(0, a), 
B (—1, a), 4.10, —a), B(—1, —a). 

Tangenta în A este ax + y — a= 0, iar' aceea în B este ax — y + 
+ 2a = 0 punind condiţia ca aceste drepte sá fie perpendiculare 1 + MM, = 
= 0, obţinem a = + 1. Asemănător se găsesc şi tangentele în A’ si B’. 


Y 


(2), + 


Fig. 1V.182 
Latura pătratului format este egală cu AAA 
3°. Funcţia f(z) are două funcții inverse pe intervalele (= fe. fsi 
|- = +o); acestea sînt f7) (2) = Ha + y=3) 


82 
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4 — 3r 
z 


3 A _ 
iar al funcţiei f3 + (2) = A [z 1 — f432 se deduce din precedentul cu obser 


- z Ñ 
vatia că curba respectivă nu mai taie axa Oz în (1, 0), fiind situată in întregime 
sub Oz. 


Graficul celor două funcţii 12 (x) este dat in fig. IV.182, d. 
4%. Se observă că, făcînd z + 1 = X punctul de maxim al funcţiei f(x} 
1 


se va deplasa pe Oy şi vom avea f(z) = ———— Se observă că punctul cel 
a +] — 
4 


1 | a 
mai depărtat al lui fi? (2) de'Oy este E — J pentru ca acest- punct să fie 


) 


si în 1 A -1 _ 4]/4-—3% 
pe Ox trebuie sá facem substitufia y + y = Y. Obfinem fi~ (2) = 1y = 


183. 49. Să se studieze si să se reprezinte grafic funcția f(x)= as > 
„49. Săses ze $ 2 ena 


unde a, k >0. : RR 
2. Să se determine k în funcţie de a asifel ca între ordonatele Yı, Ya 


1 + 1 == 0. 
Y Y o. 
3°. Să se determine apoi a astfel ca tangenta la curba reprezentativă >: 
functici obținute la 2, în punctul de intersecție cu Oy, să [ie paralelă 
cu dreapta x — 8y = 0. Să se serie ecuația acestei tangente. 
R: 19%, Derivata íntii a funcţiei este 


fla) = — æ? + laz — k? + ak 


(a + ke ki) i 
= — a 4u — ak + kè. 


ale punctelor extreme ale funcţiei să existe relația 


caro se anulează pentru 22 
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Tabloul de variaţie este: 
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T — 00 To o. 0 Ti -Loo 
A OI 
A A  — _——_———_= 
fla) — A | ho Eo 0 = o 
É ' l 
e) A O TA 
min max 
pe Se Graficul este dat în fig. VI.183, 
0% 2”. Ordonatele punctelor extreme fiind 
, 1 2 
= = -r şi 
n = fa) k — 2a + 2 Va — ak + k 
, 1 
y == = — EO ? 
YA 122) 2a — k + Ya ak + k 
avem 2414 = — 44 + 2k =0 de 
Yi Ya 


unde rezultă k = 2a. 
Ìn acest caz avem 


fla) sata. 
z? + 2ax + ha? 


, 3”. Coeficientul unghiular al tan- 
Pig. 1V.188 gentei ín punctul (0, ajk?) de intersec- 


Sau înlocuind pe k cu 2a, m = == Punind 


—],]2 . 
ţie cu Oy este m = f'(0) = — Si ak 
e 


condiţia ca i AL » rezultă a = 
8a? 8 


+1 şi în consecință există două funcţii 
care corespund condi 


țiilor din enunţ. Ecuațiile tangentelor se scriu imediat. 


184. 1°, Săse studieze și să se reprezinte grafic funcţia f(x)= i 
“unde a și k >Q.. | 


z? -+ ke t- k? 
2°. Să se determine a în funcţie de k ştiind că prima bisectoare este 
tangentá la curbă în originea axelor de coordonate. | 

3°. Luind pentru a valoarea obținută la 2°, să se arate că: 
a) f(x) are trei puncte de inflexiune, stabilindu 


-se intervalele în care 
~ se găsesc abscisele acestor puncte; 
b) punctele de extrem ale funcției nu pot fi simetrice faţă de originea 
axelor. 
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k? ae r? 


y tabloul d iafi 
(24 ka E): ul de variaţie 


R: 1%. Derivata întîi este f'(2) =a 


min max 


Graficul este dat în fig. 1V.184. 


2°, Trebuie ca f'(0) = 1, de 
unde rezultă a = k? și deci 


h2a 
= -——————., 1 
fla) z? + kx -+ k? (1) 


3%. Derivata secundá a func- 
tiei. (1) este 
— 134 3h + k? 
+ = — 9k? <e . 2 
f(z) (x? + kæ + k?)’ (2) 


Fig. 1V.184 


= Ecuația f”(z) = 0 are trei rădăcini reale, ceea ce se poate vedea formînd 
şirul lui Rolle 


f(—00) f(—k) f(k) f(+00) 
— + ~ + 


Restrîngînd intervalele în care se găsesc rădăcinile ecuaţiei /”(z) = 0, rezultă 
că acestea se află în intervalele (—2k, —k), (—k, 0), (k, 2k). 


Din tabloul de variaţie al funcţiei se observă că f(—k) şi f(k) nu pot fi sime- 


trice faţă de originea axelor, N 


185. 1% Să se studieze si să se reprezinte grafic funcția ` . ; 


a o Dd . v A . . Li 
a l unde a și k >0, făcîndu-se diferite poteze asu- 
[(2) a? — 5ks + 4k?’ i stii. f f l P 


` pra relaţiilor de ordine dintre a şi! h, 
9% Să se determine apoi a în funcţie de k astfel ca ordonatele punctelor 


extreme ale funcţiei să verifice relaţia tt = 140. 
Ya Ya 


+ 
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32. Să se determine apoi k astfel încil tangenta la curbă în punctul 
de intersecţie al acesteia cu Oy să [ie paralelă cu dreapta 9z + 16y = 0. 


Să se serie ecuaţia acestei tangente, k avind valoarea determinată mar sus. 
R: 4°. Derivata Mtii este f'(a) = PI ale cărei rădăcini 
; 1%, Derivata întîi e = i Pp 
(12 — 5kx + 4k?)? 
sînt —— 
zio = a + Vat — Sah + 4h. (*) 


Din (*) rezultă că dacă k<a<4k, funcția nu are extreme. 
Considerăm următoarele cazuri: e 
a) a<k. Pentru acest caz tabloul de variaţie este: 


z —% EA 0 a k zi. 4k . +00 

MASE Pc N a -| - o4 | e 
an ————— 

fla) a A max > dee x min a o| — o z 0 


— _ —  _  _ A SS 
Graficul este dat în fig. 1V.185, a. | 


à d 
b) a = k. În acest caz avem f(x) = —— iar tabloul de variație este; 


| 4k — zx 
E, Sat IO 
s | —o 0 4k + oo 
A AN 
1 (2) + + + + + 
A AN 
f(x) 0 a 2 2 +00 | =% 7 0 
4k 
N Pn < E Pl pen tru acest caz son 
Xx —00 0 și a 4k +00 
—_—— SI 
f(x) + + +I] + + +] + + 
[M0 a oo jo a oa ol o » 0 


iar graficul este dat în fig. 1V.185, c 
185, c, 
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d) a = 4k. În acest caz f(z) = , tabloul de variaţie fiind: 


le — z 
£ — 00 0 k -co 
fia) -a n mt pt ma RR e | e o 
AA f(z) 0 aa ta | =o A 0 
; > lar graficul este dat în fig. 1V.185, d. 
ER N e) a>4k. Tabloul de variaţie este: 
EON 
B z — 00 0 k T, 4k a 2 co 
Y 
f(z) e Te + , 0 Fa = e ATE 
Fiz) 0178 +o —00 A Max Y» —00 jox0 + min 70 
4k? 
iar graficul este dat în fig. IV.185, e. i 
2°, Avem a + LAPS 10k — ha şi deci 10k = — 10a, a = — k. În acest 
yı Va 
x+ k 


Bie caz filma —, 
A ESE 5kæ + ak? 


3”. Punctul de intersectie cu Oy este 0, — z) iar coeficientul unghiular 
zk 


>» 


AA eș.: 
ds 
Y 


al tangentei în acest punct este m = f'(0) = = ; trebuie însă ca acest coefi- 
t . 


cient unghiular să fie acelaşi cu al dreptei 92 + 16y = 0, adică trebuie să 
avem — 2 = — 2 de unde k = +1. 


164? 
Rezultă că vom avea două funcţii care corespund problemei şi în consecinţă 
vom avea două tangente ale căror ecuaţii sint y + Dane L. 


4 16 
186. Se dă funcția f(x) = —“%_—_ şi se cere: 
a! lay k’? 
1%. Sá se determine a si k astfel ca punctele de extrem ale funcției să 
aibă ordonatele — 1 gi respectivo —2, 
2%. Sá se studieze gi să se reprezinte grafic funcția f(x), a şi k avînd 
valorile determinate la 1°. 


e pe 
— > o a 7 — dh 
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k? 4 a? 
; 1%. Derivata f(x) = a ———————, Care se anulează pentru zi = +k. 
R e f(x) =a ay Ba + EF p Zin =+ 
Trebuie să avem f(k) = — 1 si f(— k) = —2. Înlocuind obținem a = — 4, 
ÎS: y 
k= — i deci 
2 5 
—hx á 
f(z) = AT (*) 
s? + 52 — 
4 
Derivata secundă a funcţiei (*) este f(x) = 2 rolă a au Pal f” (z) = 0 are 
4 13 
(2+ 3z+ 2) 


o singură rădăcină reală în intervalul (1, 2), ceea ce se poate verilica uşor for- 
mind şirul lui Rolle al ecuaţiei f“(z) = 0. 
Tabloul de variaţie al funcției (*) este: 


As sta: —3-2/2 A —3 + 2/2 0 a QA 
2 2 2 2 
Fla) | + $ hi, = ear fe ci E y 
f(z) 0 A +œ -07 —2 x — o | +ox0 x —1 4 0 
fiai + SUR E 0 .— 
max min 


iar graficul este dat în fig. IV.186. 


187. 4%. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia f(x) = 


az? . pe y 
PORET, k > 0. Pe aceeași figura y 
să se traseze graficul lui f(x) pentru 
cazul a 5 Q. 
2°. Fie Yi, Y2, Ya ordonatele punc- 
telor de inflexiune ale curbei; să se arate 
că avem Î + d ua d SR A 
1 Va Yz a 
3°, Pentru cazul particular a=k=1 
Să se găsească punctele de pe curbă 
în care tangentele la aceasta fac cu Ox 
un unghi de 45°. | 
R: 1° — 2%. Cazul a>0; f(x) = 
i E z(2k — 2) 
a arh) Fig. 1V.186 
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iar 
ad — 3ha2 + k? 
(12 — kx + k?)? 


Rădăcinile ecuaţiei f”(x) = 0 sint cuprinse în intervalele (—k, 0), (0, k), 
(2k, 3k), ceca ce se poate verifica uşor formind şirul lui Rolle. 

' Pie Ga, %, & aceste rădăcini; ordonatele corespunzătoare acestor abscise 
axi 


f"(2) = 2ak 


şi asemănător Ya, Ya. Inversind şi apoi însu- 


aia T ga Fi 
. 129 
mind, găsi a E 
Tabloul de variaţie al lui f(x) este: 

z — 00 —k o 0 + k Ro + Lo 3k +00 
f(x) = == ==" 0 ++ +0 de a — 
l 4 : 

f(x) a X an » 0xY, A ra X Y X a 
' | tz) —Z 20H +40 = =. - 0 + + 
HA <A KA << «>DTMTIIttúKÓá<— —><>+ mn 
Ia | la | La 


graficul fiind dat în fig. 1V.187. 

3” Trebuie să avem f'(x) =1, sau înlocuind obţinem zê — 2234 42? —4g + 1=0. 
ecuaţie care are două rădăcini reale z} = 1 şi za E(0, 1). 

188. Se dă funcţia f(x) = 

9z? 
zt? — ZA 
1°. Să se construiască gra- 
æ ficul funcţiei pentru A = 1. 


2". Să se discute natura 
rădăcinilor ecuaţiei 


(9 — m)? + mx —m =0. 


Fig. IV. 187 


direct şi cu ajutorul grafi- 
să B, y fiind ord j cului, 
* %, B, y Jund ordonaiele punctelor de inflexiune să se arate că: 
i/a + 1/8 -H 1/y =0. | f 
„4, Să se calculeze aria cuprinsă între curba de la punctul 1% axa Ox 
ŞI o paralelg,la Qy dusă prin x=1yx=2 


0490 


» — 
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R: 1°. Graficul este dat în fig. 1V.188; 2°. Discriminantul ecuaţiei este A = 
= 3m(12 — m), discuţia necomport ind, nici o dificultate. Ecuația dată se mai 
pasă e si notind cu y =msi y = A 
ac ad z?— +1 
rezultá, finind seama de graficul 
de la 1°: Ee 
pentru m <0, ecuația are două 
rădăcini complexe, 

m=0, 2, = 2% = 0, 

0 <m< 9, ecuaţia are 
două rădăcini reale, | 

m= 9, az = finit, z, = 00, 

9 <m<12, două rădăcini 
reale diferite, 

m = 12, 2, = t, = 2, 

m > 12, ecuația are două 
rădăcini complexe. 

3°. Derivata a doua este 


fise dati Fig. IV. 188 
(z? — + 1)? 


ale cărei radácini sînt date de ecuaţia 2? — 32% + 1 = 0, (1). Este uşor de ob- 
servat că dacă a, B, y sînt rădăcinile ecuaţiei (1), avem 


poate scrie şi sub forma m = 


a 2 2 
1/0 + 4/8 + 1fy = PEPE = 0; ae, Avem A =f I A 
, ay zi —x+l 

2 2 — 2 ` 2 9 — Ștei 

1 1at—a+l L 2 Ja x+1 

2 2 i 2 l 
= 9x +3| de] | 9 max 

r 2LJas=ax+1 Laz? — r41 2 

2. 
Ej A AN de etc. 


2 
A 
1 2 4 
189. 1°. Sá se studieze şi să se reprezinte grafic funcția f(x) = 
a? — 3ax + 2a* 
a >k, 
a? + Bka + 2k? 
2. Sá se determine a în funcţie de k in ipoteza că tagentele duse la 
curba reprezentativă in punctele de intersecție cu Oy și cu acela de pe Ox 
A cărui abscisă este cea mai mare, fac un unghi de 90°. Caz particular 
= 1. 
3, Să se determine valorile particulare ale lui k în funcție de a astfel 


ca f(x) să nu aibă puncte de extrem. 
Sá se traseze curbele corespunzăloare. 
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323 + h(k — a)z — 6ak 
2 40, i te f'(a) = k) —————————— Care se: anu- 
R: 1”. Derivata o8 e f'(4) = (a + k) (22 + aha + 2k)? 


lează pentru zi, = 2(a — k) + Y 220" + 24? + dak) „Cind 2a? + 5ak + 2k2<0 


3 
sau cînd k Ef- 2a = ara) nu are extreme. ; (1) 
Tabloul de variaţie este: 
z — 00 —2k z, —k 0. a 4 2a 00 
$8 f(x) + E e 0 | — 70 le: ph 
y A dé a? . 
a f(x) 1 A 00 2400 "A. mart Wa 002109, MID TÍ 70D 7 A 


graficul fiind dat în fig. IV. 189, a. 


, 2 . 
2”. Tangenta ín punctul [o A are coeficientul unghiular m, = f'(0) = 


__ 3a(a + k) 


pa iar tangenta în punctul (2a, 0) are coeficientul unghiular 


| 


E „+ Din condiţia de prependicularitate a celor două tan- 


a+ k) (2a + k) 
gente 1 + mm, = 0 rezultă 3a? — 8ak* — 4k* = 0. 


3”. Valorile lui k în funcție de a, pentru care f(x) nu are puncte de extrem 
sînt cele de la (1). 


Mo 


Cînd k = — 2a, fila) = 272 s iar cind k = — La, fala) = 225. 
z — 4a 2 2x — u 
Tablourile de variație pentru aceste două funcţii sînt: N 


— pentru f,(x) 
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— pen tru f(z) 
A E TUTELA 


fe: 1509 0 = 2a 00 
O | E 0 N, i a 
filz) + ar T | F A + 


filaj d AI A +o | —0o 7 07:41 


spective sint date în fig. 1V.189, b şi fig. 1V.189, c. 
y 


iar graficele re 


Fig, IV. 189 


—S A 


190, 19. Sá se studieze și să se reprezinte grafic funcția f(x) = 


A E X é 
2, Să se determine k în oreu de a astfel încît tangentele la curba: ` | 


reprezentativă în punctele 
perpendiculare, Caz particular a = 1. 


ee 
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. 
ka? 


pa 


e inflexiune şi intersecţie cu Ox sá fie să 


R: 1%. Tabloul de variaţie al lui f(x) este: 


3a 
z ad ia — q 0 +00 
Mal + + A - 
O A tag 
f(x) a OM —coloo 4 0 
`. Ìar graficul este dat în fig. 1V.190. 
2°. Primele două derivate sînt f'(x) = — E 1 (x) RAS ns 
e k q? 
Se observă că punctul de inflexiune este 7 (—2a, f(—2a)), unde f(—2a) = f 


8ka? > 


iar punctul de- intersecție cu Oz este 


A (—a,0 


a 


= 
ka? 


de unde rezultă imediat ka = + E á 


i 4a? 
Cînd k= has si a = 4 3 fala) = 
4 ; 
l SEDO ine cina RL si 
Fig. IV. 190 | z aa? 
| 4 4 
a = 4, fx) = — AED, 


Trasarea graficelor acestor două funcţii nu comportă nici o dificultate. 


ar A Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia f(x) = 
E a a? a şi k >p: 


me y 2. 
SN 3 
Care este expresia funcţiei în acest caz, pentru k = 1? 
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| Coeficientul unghiular al tangentei 
la curbă în A este ma = f’ ( — a) = — 


L » iar în I este My = f'(— 2a) = 


+ Condiţia de perpendicularitate 


a celor două tangente este 1 + ma mi =0, 


9 v Lă , . 
| 2°. Sá se determine apoi a în funcție de k astfel ca tangenta la curba 
reprezentativá într-unul din punctele sale de inflexiune să aibă panta egală 


nn 
a ——— 
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R: 1”. Primele două derivate ale funcţiei sînt: 


— 3la? + Pa? (2r? + 32 


f(x) = (e Za) s f(x) = 6(a? + kì) PET » iar tabloul de variație 
este: 
k 
— 09 — d E y 0 k co 

ra |. — n A AU Pepe FR Diac. aa | nice 

e 
f(z) 1 x 0 x ` + AAA ol le A o x 14 
¡A — — 0 + 0 [ria] - - -  -0+ o | ++| q: E 


Graficul este dat în fig. 1V.191. 


b 3 
2°. Se observă că tangenta în punctul de inflexiune (o, — =) este paralelá 
: i 


cu axa Ox deoarece f'(0) = 0; rezultă că nu- 
mai tangenta din celălalt punen de inflexiune 


' a cărui abscisă este z = — A ar putea avea 
+) 
o înclinare pe Oz mai mare de 90* (consi- 
` derînd a, k>0)., : 
Trebuie decisă avem ri = 


Ă 2 ara 
33|=->=3V12; 

a) 

- efectuînd calculele obţinem relaţia a= 1/k—14. 


În cazul k =, avem a=0 şi deci f(z) = 
q? 


— . 


gz? — 1 


Să se studieze şi să se reprezinte grafic 
funcțiile: Fig. 1V.191 


« f(x) ="sin? y. 


Să se scrie ecuaţiile tangentelor la curba reprezentativă în punctele sale 
de inflexiune situate în intervalul [0, x]. 
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R: Tabloul de variatie este: 


fig. 1V.192. 
Ecuația tangentei la 
curbá ín punctul 


(=>) 


? + 4 T 


Fig. IV 192 2 4 


A 0 E RA en T sa z z 27 
4 2 4 Li 4 
TNA BEER ya 
E O E DI IR MA E ASA LAS REN A 
f(x) 0 A = ¿E NL > “x 05 > Aa ES" = x 0 
Ec E e e ra E o ate ap 
; ý iar graficul este dat în 


HAN JAN 


(Zo) (70) (o) bă? 


1 
2 
193. f(x) = sin 22. 


R: Se poate considera intervalul de variație [— Y 27, V27] pentru care tabloul 
* de variaţie este: 


à 3r 4) 1 3r 
iar în punctul (E , al este y — — = =- t + =. 
4 y 2 H 4 


y O O a 
cd , 83r — ps Tw p 37 — 
A z —V2z -| — — |/ — = iza 

E. E 4 E i E i E de 
de f(x) A 0 O A 0 A at 
ta, [ie] DA d 0 ai 4 PET 


i, ` iar graficui este dat în fig. 1V,193. 
PRR a 


Fig. IV. 193 


996 
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194. f(z) = sin?x + costa 
R: Tabloul de variaţie este: 


0 T TC 3m 5r 

E r On; Š cda UR a N 

z 4 2 A h A 27 
A A A ERE a e E 3 a i L 

E OA he Dea i Or E A E fete: 20 


AI A pai linii mel ii 


milions ai aa tz oaia 
2 


iar graficul este dat în fig. IV. 194. 

195. Să se construiască graficul funcției f(x) = sin x + tg x, pentru 
x E [0,27]. Se vor determina punctele de inflexiune şi se vor scrie ecua- 
tiile tangentelor în aceste puncte. | 

R: Graficul este dat în fig. IV. 195. 
Ecuațiile tangentelor în punctele - de infle- 
xiune sînt y = 27, y = 0, y = 2(x— 27), 
pipote de inflexiune fiind (0, 0),(7, 0), 
(27, 0). | 


y 


Fig. 1V.195 


Fig. IV. 194 


196. f(x) = cos x + 


16 cos?z 
R: Perioada 2r; tabloul de variaţie este: A 

Pa TT TA E i 
3 5 AS 
z 0 Z UA TC = = 27 0 
3 2 2 3 E 
ra PACO AS | amant | =o oi 
; 3 17| 8 
f(x) A ME a +|0o0| 400% —7G "lr ho 7 7 16 că 
LV, 196, +] 


iar graficul este dal în Lig. | 
297 300 


7A 


CE Scanned with OKEN Scanner 


sin x 
Vi + sin 2z.. 

Să se calculeze derivata si sá se folosească această derivatá pentru stu- 
diul variaţiei şi reprezentarea grafică a lui y, cînd x variază de la O la 27, 


197. Se dă funcţia y = 


y 


N 


Fig. IV. 196. 


R: Se observă că putem scrie 


sin x sui sin x 
Visinz + cosa)  |sin z+ cos ql 


s 3 Jr 
sin z + cos z, pentru z ejo U pg |; 


. ! EN Te 
Dar [sin z + cos z| = 0 „ pentru e CĂI IL. 4? 


. 3; 2 
—(sin x + cos q), pentru E E 2) 
+ 


Tabloul de variație este: 


z 0. 7/2 370 /4 7 | 87/2 Fr ft . 27% | 


y" + o + + 


y 0 z 1 a oo | 009 o y —1 y —00| —0o A0 
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Po. 
D v à J7: 
Derivata a doua se anulează în z = 7 + pen tru care avem un punct de 


intlexiune. Graficul complet este dat în fig. 1V.197, 


ÎXS. Se consideră funcfia y, 
k 1 
f(£) = arcsin — — arccos —e 
£ . T. . 
19 Sá se determine domeniul 


mazim de definiție. 
A a ce valori ale lui zx, 


fin > 

E. e se arate că f(x) este 
descrescátoare. 

4°. Să se reprezinte graficul 
funcției f(x). 

5%. Sá se inversă funcţia f(x) 
si să se verifice că 


Pa) = z; fPx)]=x 


peniru orice x pentru care func- 
tiile f respectiv f~™* sînt definite. 


6”. Să se cerceteze derivabilitatea functiei F(z) = |f(2)|, în punctul 
a =|/2. 


R: 1° z €(—0,—1]U[1, 00); 2° Trebuie să avem arcsin te aa 


Fig. IV. 197. 


z z ; 
4 
sau pa > J1- => de unde rezultă z € [— 2, —1) Ul, V2]. 3° Avem 
A T 
2 
(A maia <0, pototd dema de definiție. 4° Tabloul de variație este 
JE — 1 
a? 
5 —00 —Y2 aci E: E | V2 Co | 
ral =- = IW- -= - 
A , T - : T 
pop $ dll LA 
O A 7 e AAA 
iar graficul este dat în fig. IV. 198, 
299 
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A a Š 


5° f(x) fiind strict descrescătoare pe tot domeniul de definiție admite o singură 


: Ex A 1 1 
funcţie inversă. Avem g= arcsin de arecos —y Sau sin 1= — į — — 
| y y VI Y 
Ls 1 ata | vita se alla) ae || e d 
l-a pa 1; de unde rezultă y = /-*(x) Vas n 
Asa 1 A AA E 
continuare avem f(x) = arcsin E Ar = | E q | => 4 = arcsin fe sa 1) 
yi : 
LN Za ÓN Zo). i 
Evan) IZ z 
Fig. IV. 198. | 
4 | | 
el 2 2 A 
îşi deci ffia) = | . = |/—— = 2. Apoi, 
du” | act sin arosio[ E 4) t4 2-4 
axis zi a? 
Fă fra) = arcsin ——- A|) =z şi deci (fla) = f(x) = 
de sing +4 
p — . 2 
| E7 y arcsin E —1 
-6% Avem F(z) = fiz) p æ =V7 gi lim TF tim e. 
x+ Xo x — Lo xa a — V2 
x<xo a<y” 
. 4: g ,2 q 
arcsin (> 4 arcsin - - E 
> mE = mă APEI pe = — V? şi prucedind la fel găsim că 
i — x= 2 gz- y:i 


i 3 a<V? 
po dreapta este lot — V7, ceeace arată derivabilitatea funcției F(z) în 
i 2 To de 
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Să se studieze si să se reprezinte grafic funcţiile transcendente 
199. f(z) = In (22 + 2). 
R: Domeniul de definiţie z E(=1,0)U(0, 00); derivata intiia este f'(x) = 


—32+2 iar graficul este dat în fig. 1V.199. 
z3-+ 2 


Fig. 1V. 199 Fig. 1V. 200 


200. f(x) = In Y ik 
1+ 2 
1 
derivata întîi este f'(x) = —— 


/ 
R: Domeniul de definiție x E (—1, 1); gti 


iar graficul este dat în fig. IV.200. Bisectoares a 
doua este tangentă la curbă în punctul de inflexiune 
a acesteia (originea axelor de coordonate). 


201. f(x) = In ra 


z 


y 


R: Domeniul de definiţie z E (—1, 1); derivata 


27, t ân 
intii f'(a) = Ta iar graficul este da a 


27) 


fig. 1V.201. 
202, f(2) = Un 2)? — 2 ln z. Fig. IV. 201, 


> E AT ah A e 
. La a A e A IIA Pa Mo d ă i 
> a Sie is acia ae E e EN Ad de 
A se MMS A Cunt HAU DL Po, LA pa 0 re A 
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R: Domeniul de definiție +E(0, + 00); primele două derivate sint 
ai 2 In Y 2 A hz 


——, y” = 


z KH £ 


, iar tabloul de variație este: 


z 0 1 e e? + 0 
RN EUA e 
y! — — — 0 + a + + 
O AIN LAIA: DDEC CA AA 
y | + 00 à- 0 x —1 A 0 A +0 
| y” | sie + +4 + + 0 — — 
inflexiune 
graficul fiind dat în fig. 1V.202. 
$ | 203. Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia 
À æ — 1 
sy = lng + 1). 
f(2) = (na + 1) 
, 1 1 alx) 
R: Avem f'(x) = metete- 5) =i dar g'(x) = 
(a +1)? 2) (+1) d. 
mai ESE y 
4 z æ? ză 
; a— 1 1—a2 
Pentru z = a>0, avem f(a) = - < 0. 


a +1 ża 


Fig. IV. 202 Fig. IV. 203 


y’ = 
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E — a 


Rezultă tabloul: 


zx = a 1 + 00 
e 
e? 
glz) -<0 A 0 A 2 A + 00 
ela) 1—e o i + YI 4 
A ie 2. 
f(z) 0 x fla) A 0 » +o 


graficul fiind dat în fig. 1V.203. 
+ 204. Să se studieze si să se reprezinte grafic funcția 
2 — 
y = At - Ina), z >0. 


2 
ES t, rezultă y = 
A 


R: Punem z = / t, unde t>0 şi avem y = 


— ift . 7 In e A 
e ara. 51 dacă t—> œ, — —> 0, lar 
t 
4 Inc 4 
t t t 


cînd too membrul al doilea din (*) tinde către 1. 
Avem tabloul de variație: 


y 
t 0 1 +00 i 
AA AS 
£ 0 A +00 
A _ A 
A gggzgzgzs sz—> 
1 
y. ca, ES 0 + h 
A A Fig. IV. 204 


ficul fiind dat ín fig. 1V.204. a y 
905. 12. Să se studieze si să se reprezinte grafic variaţia funcției fa(2) = 
— 100% (a >0, aF 1). 


și e, . E 
90. Sá se discute apoi ecuația log, £ = To 


gra 
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A BT 


a 
i 


R: 1%, Pentru a>1 avem tabloul de variaţie: 


e e +00 
a af 0 — — E ta A 
fala) | -0o A 1 A ifelna «y E ` 0 
> a PA E ati ay: E + 


Fig. IV, 205 


` graficul fiind dat în fig. 1V.205. 
2”. Ecuația loga z = x se mai poate scrie 


In Ei Sa 
sub forma — = In a şi din variația func- 
h z 


..]l 
tlel = (xE(0, 00)) rezultă: 
Tí 


— dacăa > lavem si In a > = şi prin ur- 


mare pentru a > e” avem o rădăcină; pentru 
1<a<el!, avem două rădăcini 1< x, < 
e< za; pentru a = el ti = q, = €; 
— dacăa < 1, avem o rădăcină 0 < qı < 1; 
— dacă a = 1, avem zx, = 1. 


206. Să se studieze si să se reprezinte pe același grafic funcțiile 


| In æ 
z) = 18 ln g şi ga) = HA 
f(x) sigla) = 2 
R: Tabloul de variație pentru f(x) este: 

z 0 ete 1 00 
f(x) Omar, 5d + 
| hidra 

f(z) 0 ——e A 0 4 +00 


na a 
A 
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iar pentru g(x) este: 


z 0 e” 1 4 -cO 


g (2) A | pe 1 | Sr 


glz) 0 1 +0 


derivatele de ordinul întîi pentru cele două 
funcții fiind f'(x) = (3 n z + 1) si 


__ 3(Inz)? + lng +1 


(2) = >0. 
g'(x) TELET 


Se va observa că g(x) = A sigla) — 


3 33Mx+1) 9Mzx 


lim fet) - $] = [2] 5-0, 
x+ 3] xz>oL9Inz 
ramura de la infinit acurbei fiind parabolicá. 
Graficele corespunzătoare sînt date în fig. 1V.206. 


Fig. IV. 206 


207. Sá se studieze si să se reprezinte pe același grafic funcțiile: 
cy =la (1 +1 +?) 

yı = ln (1 + VT — a2) îi 

Ya = In (1 — /1 — a). . NY. 

R: Funcţiile date sînt pare, căci f(—z) = f(x) si prin urmare curbele repre- 

zentative sînt simetrice în raport cu Oy; y este definit pentru orice Ek, yı ` 


pentru zE[—1, 1] iar y, este definit pentru zE(0, 19)]. 
Derivatele de ordinul întîi sînt: 


+ . 
TI Aa NS 


A 


y 


Ea z e, > , mat: înd , E 
a DAA 


141% cînd z —>0, ya > + œ, iar cînd 21, ya > + oo. 


y, = 


aV1 — z” 


20 
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Rezultá tabloul: 


x 0 1 +00 


ylz) | In2 a In(14+/2) a +00 


III] 
II 


(se va lua In 2 œ 0,7 si ln (1 + V2) = 0,88), graficul pentru cele trei funcţii 
fiind dat în fig. 1V.207. i 


yiílx) | ìn 2 sy 


| 

U 

| 

| 

Yale — 00 A 0 
] 


Fig. 1V.207 , 


208. Să se studieze variabila funcției y = In |a2—4x + 1 |. 
Să se traseze curba reprezentativă. (Se va preciza alura ramurilor in- 


finite, punctele curbei situate pe axa a-ilor precum şi tangenta în fiecare 
din aceste puncte). 


ER: Se va fine seama că ” 

z? — hz +1, pentru z E (—œ,2 — V3) U(2 + /3, œ) 
la? —4s +1] = 0, pentru á =2 y3 

— æ? + 4z — 1, pentru z E (2 — V3, 2 + V3). 
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Graficul complet este dat în fig. 1V.208. Tangentele la curbă în O siC 
pectiv în A şi B sînt egal înclinate pe Oz. 51 C res- 


209. 1°. Să se studieze şi să enrezinte i 
09 | teze și sá se reprezinte grafic, pentru 0 <a <1 
funcţiile y = ma + lu q. 


y 


Fig. 1V.208. 


2. Sá se afle locul geometric al punctelor de extrem ale curbelor de 
la 1?. | | 
3. Să se reprezinte grafic locul geometric de la 2. 


R: 1°. Primele două derivate sint y” = m + z(2 ln x + 1), y” =2 ln r- 


+ 3, de unde rezultă tablourile: 


2 | 0 e7312 4 | 
ÎI oost 
y i dei 0: $ + 
Dea a mti | SR 


4 | m MM m— 
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gi 


y’ ER pentru, m > 26-32 


pentru 0< m < 2er 


y’ o. ,P pentru —1 <m 0. 
y. 0 x min am 
zx 0 1 
y = pentru m Xi. 
y 0 x m 


Graficele corespunzătoare sînt date în fig. 1V.209. 


— 3%, Locul geometric al punctelor de extrem se află eliminind pe m 
JR acia 


mz + z’ ln x= y 
7 m + x(2 1 z +1) = 
de unde rezultă 


y = —e*(1 + In a). 


(N PASAR DA 
EENS EVL SE AS: iS 
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1» 


Derivind (1) obţinciii 
y = —2 (3 +2 In a), (2) 
de unde tabloul de variaţie: 


- 1 $ c) 
y SE x = 2 


graficul corespunzător fiind trasat punctat în 
fig. 1V.209. | 


210. 1*. Să se studieze și să se reprezinie 


grafic funcţia f(x) =1 + x + se nel EAN e 
ca ig 

2°. Se notează derivata lui f(x) prin aog 

y F(x) “o 
f(x) a Să se studieze variația (E 
lui F(x) şi să se deducá din aceasta va- Fig. IV 209 3 
riatia lui f(x). naa 
3”. Sá se calculeze limitele lui f(x) JA f'(x) pentru >0 şi s>. 
4. Se notează F(x) =k ln |x |— G(x); să se traseze cu ajutorul “SI 
rezultatelor obținute anterior curbele reprezentative ale funcţiilor E NR 
= In |æ | şi wm = G(x). S 


R: 1? — 2°, Funcția f(z) este definită pentru orice z0 şi z1, adică A 
æ E (—oo, 0) U(0, 1) U(1, 00). EN 
EA, AA O a PE e 
1— az Lg nt ai (1 — q)? 


= (z — 1) (z — 3) +2 njej si P(a)= Ž (æ= 1}. 


Avem f'(x) =1 + 


Tabloul de variație al funcției P(x) este: 


a — —1 4 0 1 -} 00 k 
W(x) — — , -+ + 0 E Th ) 
F(x) +0 y 8 ʻ 700 —0 A 0 E dr dí 
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F(x) se anulează pentru o valoare a cuprinsă între —1 şi. 0. Tabloul de 


variaţie al funcţiei f(x) este: 


zx — 00 — 1 a 0 1 + 00 
—A--- ----- ii 

f(x) 1 T Q a — a 1 

f(x) —=0) J A Max xw 1 1 40 0 A + co 


y 


Fig. 1V.210 


3. Cind 2>0, f'(x) 2F(2) 22 în le >-00, a ln le1>0, Fa) >1. 


Cind e O e E AS E i 
TPT — 0 gi deci f'(x) pe a 
4. Fa) =2 În |æ] — Gla), unde Gla) = 
- x) = (2 — 1 
anulează pe f(x) şi dă un maximum j > i 
ia a = 1) al curbelor, y = m(x) Ha), a pi placa r al comun (altul 
arabola y = G(x) trece prin punctul B (1, 0) unde tangenta la curbă are! 


coeficientul unghiular m = 2: l wiir : 
è i pili = tangenta în acelasi pun , Z ' 
are același coeficient unghiular. i 7 punot la curba y = 3 ln |z], 


n graficul din fig. 1V.210 sînt trasate toate curbele corespunzătoare. 
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r— 14 
. v T T 1 l Li 
Să se construiască curba (C,) reprezentind această variaţie. Să se 
„traseze pe acelaşi grafic curbele (Cy) şi (C) reprezentînd respectiv variațiile 


e ARO a —1 
l u = 
7 Pe 


211. 1.* Sá se studieze variația funcției u, = 


T 1 ti 
funcţiilor u, = ~ | curba (C) fiind trasată cu o 


+ a 


Fig. IV. 211 


„linie îngroșată. Sá se construiască tangentele la (C,) (C3) şi (C) în punc- 
: tele comune ale acestor curbe cu axa absciselor. 

2”. Folosind rezultatele de la punctul precedent, să se studieze variaţia 
` fiecăreia din funcţiile: 


` Y = In 


a —1 e in? — e x —1 
zpi’ A 1+’ ai E 
Să se construiască pe un al doilea grafic curbele (P,), (T), (D) 


. reprezentind respectiv aceste variații. Să se arate că aceste curbe admit un 
: centru de simetrie. 


y = In 


v . . . . . 4 y eX e a 
- 3%, Să se studieze variația funcției z = A ie notindu-se cu (1”) 
e 


1 


. curba corespunzătoare. Sá se precizeze care sînt limitele lui z cînd x tinde 
"către 4-00 sau către — oo. Să se exprime x în funcţie de z. Să se deducă 
i de aci că curba (D'”) este simetrica curbei (P,) în raport cu prima bisec- 
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toare a axelor de coordonate. Sá se traseze curba (T') pe graficul de la 
punctul 2°. poata 


- Rs 1”.Graficul funcţiilor ui, us, u este dat în fig. 1V.211, a. Tangentele în 
; sia yi Je . A : i i . 
punctul (1, 0) au ecuațiile y = + q = 1). 


SAA | 2% Graficul funcţiilor yı, ya, y este dat.în fig. 1V.211, b. Centrul de simetrie 
„al curbelor respective este în O (0, 0). Într-adevăr, este uşor de verificat că 
în k — 1 ki, 

stat În = = In ——. 

SN 3° Graficul funcţiei (I”) este dat în fig. IV. 211, b. Se observă că (Ty) şi (I”) sînt 
| simetrice faţă de prima bisectoare a acelor de coordonate de unde rezultă că func- 


— p% 
— , deducem imediat (apli- 


ţiile y, şi z sînt inverse. Într-adevăr din z =; y 
e 


- 
~ Phs 
Ve.” 
- ves * 


Da a A 1 —z 4—z,; 

dci roprietáítile proporţiilor): = e*, sau z = ln . ceea ce de- 
+ monstrează afirmația făcută anterior. y 

E V 919. Fie (C,) curba repre- 


zentativá a funcției: y = f(x) = 
# : 
=% + is „unde m este o con- 
XI — 


stantá dată. Se cere? 
1°. Sá se studieze variaţia lui 
y pentru m = 4 și sá se cons- 
trutascá curba (C,) corespunzá- 
toare. Să se determine cele două 
asimptote ale acestei curbe si să 
se arate că punctul lor de intersec- 
ție T este centrul de simetrie al 
lui (C4). ; 
2%. Pentru ce valori ale lui m 
această funcţie admite un mazim 
sau un minim? 


3%, Se intersectează curba (C,) 
printr-o dreaptă (D) paralelă la 
v's și de ecuație y = a. Cite 
puncte de intersecţie se obţin? In- 
tre ce limite trebuie să fie euprins a pentru ca aceste puncte sá existe? 
irs 4°. Dreapta (D) taie curba (Cm) în general în două puncte A si B; 
„să se găsească coordonatele mijlocului segmentului AB pe care l-am notat 
~ cu M şi să se deducă locul geometric al punctului M variabil. Sá se in- 
„+ dice două puncte remarcabile ale acestui loc, 


Fig. 1V.212 


“> e“ TEP 


á pe p s . fA ? » į g ` ' gr 1 
y i > A P) i rE » rA r i Ar Ca TA E ARS 4 
34 k'a 5 A Wa ý i - ' i >n i EA $ Ai ai 
ET ¿e NA si shi . AAA: ANA A AA A a LR 
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5°, Se dă funcţia: y = (a? + 2x — 5)/2. Să se traseze curba (C”) a 
variaţiei acestei funcţii folosind sistemul de azè dela curba (C4) și să se 
arate că curba (C”) trece prin punctele care corespund mazimului şi mini- 
mului primei funcții. | 

R: 1" Graficul curbei (Ca) este dat în fig. 1V.212, centrul de simetrie este 


în 7(1, 1). Într-adevăr, se verifică uşor că. FU +a) + fl Ri «)] = í, unde 


—& sînt abscisele a două puncte simetrice faţă de 1. 2.m>0; 


30. Abscisele punctelor de intersecţie (două) sînt date .de ecuaţia q? — (a + 1)z+ 
uie cai ae(—00; —31U 


+ a+4 = 0. Pentru ca punctele respective să existe, treb e Pa 
y [5, 00) 4°. Locul este dreapta 2x — y — 1 = 0 care trece prin punctele de extrem ` 
ale curbei (Ca). 5°. Curba (C”) este o parabolá cu minimul în (—1, —3) si care : 
trece si prin punctul (3, 5). : 


4+aşi 


913. Se consideră funcția pe Ak 
2 89 a tei RAIN E 

f(2) = 3 In > + a In TA - 2 Arctg - + 
definită pentru 1 > 0 [Arete este valoarea principală a arcului La 
sd | | | | să 
0 El 5) a 
119. Sá se arate că f(2) = 0. | k Tan 
20. Să se calculeze f'(7) şi f"(x). E NE 
20. Să se arate că pentru £ > 0, semnul lui f (x) este legat de acela © =; 
al funcției p(1) = — + 843 — br — 12. A ea Sa 
4°. Să se arate că ecuația f"(x) =0 admite două rădăcini pozitwe œ 
şi B cuprinse în intervalele (1, 2) şi respectiv (7, 8). l i | EA 
II. Să se arate că dacă x — + œ, S(1) = f(x) — In x tinde către 0 $e 
R 


limită A care se va determina. 
III. 4°. Să se construiască cur 


precizindu-i-se si concavitalea. i 
22. Să se construiască curba (C) corespunzătoare fun 


recizindu-se ramura infinită a acestei curbe. 
Să se determine şi tangenta la curbă în pu 


TT 
R; 1.1". n= 21 + în — 2 Arctgi + = O 


ba reprezentativă a funcției y = f(x), 24 
cției Y = d”, 


netul de oprire Q acesteia. 


a hi 4 lame), 
20, flo) met pia i) 2-4 alu? + 4) 
04 + Bat — 12 pie 


> 0 
f(x) y alar + 4)? at + 4) Es 
g13 


ES ts ii: 
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Funcţia q (x) E 2æ(2x? — 12x + 5) se anulează pentru două valori pozitive 
A HEFY 
(diferite de zero), zu £e situate în intervalele 0 < zı < ia <x.<6, de unde 


rezultă tabloul: 


b 
Fig. IV. 213 
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Cum g(6) = 240>0, punctul de maxim va fi pozitiv, p(z) se anulează deci 
pentru două valori «, B situate astfel aaa, B>6. 


Din q(1) = — 10, ọ(2) = + 16, q(7) = + 86, q(8) = — 332, rezultă unde 
se găsesc rădăcinile a si f. : a! yor 
ao pla) aio na e e În A rl E 
| bo 8 8al A: 
imss rd e 295. 
zœ 4 8 2 8 2 


111/19 — 2°. Tabloul de variaţie este: 


z 0 4 


2 3 + 00 
Fi) + 0 — — — 0. +4 + 
f(x) T EE My 0: x -M A 00 
el? |: 0 MASA xs m A +00 


unde M = 0,06, m = —0,05; M, = 1,06, m, = 0,95. 
. Curba reprezentativă a lui f(x) are două puncte de inflexiune, pentru z = «œ 
ŞI z = B; asimptotă oblică este y = Ins + 2. 
Curba (C) admite ca asimptotă dreapta de ecuaţie y = eò (£+ 4) şi se situează 
deasupra acesteia. 


Panta tangentei la y = el” în punctul de oprire a curbei este dată de limita 
Erie) f à oaith 
raportului — cînd z— 04, limită care tinde către oo şi deci tangenta în origine 


este tocmai axa Oy. | 
Graficele corespunzătoare sînt date în fig. 1V.213 a și b. 
. . . ... T 
214. 1°. Să se studieze variaţia funcției f(x) ==. 
2°. Din studiul funcției să se deducă numărul rădăcinilor reale ale 


ecuației 1 — axe = 0, arátindu-se poziția lor (cînd există) pe axa Ox, 
în raport cu —1 și +1. 


R; Avem f'(x) = & E şi tabloul: 
£ 
— 4 0 4 + 00 
a. e e 0 + 
1 
y — Py sy — 00 -+ co N e A + 00 


La 


graficul fiind dat în fig. 1V.214. 
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2%. Rădăcinile ecuaţiei 
4 — àze? = 0 : 
i = 1: din grafic rezultă imediat că dacă: 
sint cele ale lol fle).y= A; din gra à > e, avem două rădăcini a gi ß si. 
tuate astfel0<a<1<; 
0< <e, nu avem nici o rădăcină; 
A < 0, avem 0 singură rădăcină 


a< —1, dacă iai 
e 


—1<a<0, dacă i-l, 
A e 


Cazurile particulare sînt evidente. 
215. 1%. Să se studieze variaţia 


funcției u(z) = 


s+1 

2°. Din studiul funcției de la 1° 
să se deducă numărul rădăcinilor 
ecuației e— a(x + 1)=0, după 
valorile lui a, precizîndu-se poziția 
rădăcinilor în raport cu —1 si Q. 


Fig. 1V,214 


R: 1°. Derivata lui u(z) este u'(z) = „ iar tabloul de variaţie este: 


ze 
(x + 1)? 


z — 00 A 0 (ve) 


u (a) — = > areg + 


ula) | 0 x — 00 | + oo x 1 A 00 


graficul fiind dat în fig. 1V,215. 

2, Din grafic se deduc următoarele privind ecuaţia e* — a(x + 1) = 0: 
dacă a<0, ecuația are o rădăcină « < — 1; 

0O<a<1, ecuația nu are nici o rădăcină, 

a = 1» ecuaţia are o rădăcină dublă a = ß = 0. 

a > 1, ecuaţia are două rădăcini —1 < « < 0 < B. 

216. 19. Să se studieze funcția f(a) = 2. 

t1 

2. Din studiul funcției de la 1° să se deducă numărul rădăcinilor reale 

ale ecuației z + A(x + 1)e* = 0, A fiind un parametru real. 
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¡e e Ai 


( 0 şi tabloul: 
R: 1°. Avem f(x) = e” SR INTE >U 5 
a — 00 — 1 0 00 
îi -4 + 
Fla) | + H - 
f(z) | 0 A + 00 — oo A 0 ATA 


graficul fiind dat în fig. 1V.216. 


> 


Fig. 1V.215 Fig. 1V.216 


2°, Rădăcinile reale ale ecuației y 
f(z) = —2; din grafic rezultă imediat 
dacă 2<0, avem două rădăcini æ, f: a < —4 şi 6 >0. 


217, Se consideră funcţiile fẹ definite prin fu(2) = ane*, unde ne N. Sy 
1°. Să se studieze Și Să se reprezinte grafic aceste funcţii, zi le 
concavitatea și ramurile infinite 


y Precizindu-se - 
2" Sá se arate că punctele de maxim ale funcţiilor d 
pe curba reprezentativă a funcţiei g(x) = gres 


+Az+ 1jez=90 sînt acelea ale lui SĂ 
că dacă 2>0, avem o rădăcină —1<a<0: 348 


, 


* 


e la 1° se găsesc 


» Care se va trasa pe acelaşi 
grafic. 

3". Să se studieze Poziţia relativă a grafice 
MEN, 


lor functitlor hat: pentru Se 0 
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2 — (00 0 n + co 
A ri = 0 + 0 — 
t ) 00 y 0 A na" N 0 


pentru n = par şi £0.; 


z — 00 0 n -L 00 
m |+ OE 
fa — 00 A 0 A ner y 0 


pentru N = impar şi == 43 A 
Derivata a doua f (2) = "272? — 22 + n(n — 1)], graficul lui fn pre- 


zintá deci două puncte de inflexiune, în afară de origine, pentru z = n +a. 
2”. Punctele de maxim ale lui f, se obțin Yácind z = n, de unde y = ne”. 


aceste puncte de maxim sînt pe curba zie-* = eu, unde u = z(l — 1 i 
y = eń- u’, u’ = Ìn z. Rezultă tabloul: a ) 3 


£ 0 1 +00 
y e 0 SF 

1 
y 1 x p A +00 


aaaeeeaa 
y—1 eu—1 l 
= N 


si cînd z—0, avem Rad 
z £ z 


= ln gz — 1 —> — œ, deci curba este 


tangentă la Oz. 


3”. Presupunem n > m, fn (2) = gM, de unde rezultă 
; fm(x) e 


le |>1 = |fal> If! 
lz |<1 => [fr |< lfm | 
la |=1 =) fn |= | Fm | 
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; 1 . 
Toate punctele trec prin punctul de coordonate z = 1, y = F precum gi 


prin punctul z = —1, y = e pentru n par si prin punctul z = — 1, y = — e 


pentru n impar. 
Graficele corespunzătoare sînt trasate în fig. IV.217. 


` 
918. 19. Sá se studieze variația funcţiilor y, (£) = = , ao, 
ex —a 


considerîndu-se cazurile a < 0, 
0<4<1; al, a >L 

2. Să se arate că pentru 
oricare din curbele reprezen- 
tative (C,) ale funcţiilor de la 1°, 
avem o ei het (D) fixă, ne- 
paralelă cu Oy. Să se precizeze 
poziția acestei asimptote faţă 
de (Ca). 

3. Să se verifice că punc- 
tele de pe curbele (C,) în care 
se pot duce tangente paralele 
cu Ox sînt situate pe-o dreaptă 
care nu depinde de a. 

4”. Să se discute existența 
puncielor de pe curbele (C,) în 
care se pol duce tangente para- 
lele cu (D) şi să se arate că 
aceste puncte aparțin unei alte Fig. 1V.217 
drepte (D,). | | 

5°. Să se arate că abscisele punctelor apartinind curbelor (Ca), în care 

y” (x) = 0, sint rădăcinile (diferite de zero) ale ecuaţiei (2 — 2) — 
— a(2 + x)= Q. 

6°. Sá se discute apoi această ecuație. 

7°. Să se: verifice apoi că punctele de inflexiune ale curbelor (C,) 
sint, pentru a x 1, situate pe o dreaptă (D,). 

8”. Să se precizeze diferitele forme ale curbelor (Ca) după valorile 
lui a. 


R: 1%, Funcţia vya(z) este definită pentru orice x, dacă a<0 şi „pentru orice | 


xÆ in a, dacă a>0. 
ex — alz + 1) 
(e? — a)? 


Derivata y, (1) = e? , rădăcinile lui y” fiind studiate în 


problema 215, 


319. 
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- Rezultă următoarele tablouri 


y’ bis „ti U) +- -+ pentru a<0; 


æ | —00 In a 0 4-00 
Şir + + pentru 0<a<i. 
y 0 x +00 00: :%:0:--A HO 
y == 00 0 -+ 00 
y’ + | 0 + pentru a=1; 
y 0 A 1 A +00 
z | -0 a 0 In a B +00 
y’ +0 o — 0 + pentru a>1, 


y | 0 A max x.0 x —œ |œ x min 4 +00 


a și p fiind rădăcinile ecuației y a = 0. 
zp deci lim [ya (z) — 2] = 0, de unde 


e? + 
=g 
—a et — X=—> ao 
rezultă că dreapta (D); y = z este asimptota la curbele (Ca), acestea fiind 


situate deasupra acestei asimptote, cînd a>0. 
3”: Punctele unei tangente paralele cu Oz se găsesc pe o curbă ce se determină 


20. Avem Yalx) = 


` eliminînd pe a între ecuaţiile: 


rex 


ez — 1)=0y= 
ale + 1) AAA 


Eliminarea lui a dá y = z +1, adică o dreaptă (D,) paralelă cu prima bisec- 
toare a axelor de coordonate. 
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4%. Punctele unei tangente paralelă cu dreapta (D) sînt date de y,(x) = 1, 


adică e*(1 — 2) = a. 
Fie v(z) = ex(1 — a), de unde v(x) = — ze? şi tabloul: 


£ — 00 0 +00 
v’ + 0 = 
v 0 A i y  —00 


si din graficul funcţiei v(z) fig. IV.218 se deduce existenţa punctelor cerute și 
anume: 
pentru a< 0: un punct de abscisă pozitivă; | | 


0<a< 1: două puncte de abscise de semn contrar; 

a > 1: nici un punct. și x 

X . ~ 

ze dă y = ecuația drep- 
ex — a 


Eliminarea lui a între cx(1 — z) =a şi y = 


tei (D,) care conţine punctele considerate. AR 

ae*[(z — a)e*+ a(z + 2)] 2-8 pr. | 

o m A a + punem 1) = 6 » do Ii 

5. Avem y(x) PEE ; P (x) T He 

— pei i E 

unde w” = rezultind tabloul: E 

praz | SA 

| | > al 

__ 22222 A AAA AH 
n_n ; 

w’ 8 wo 0 ai Să 

E 

w 0 y —009 +00 A 1 sx —0 E 


y/(=) se anulează schimbind R: 


Într-un punct de inflexiune al curbelor (Ca), T 
— a = 0, c e 


de semn ; aceste puncte sint date de rădăcinile simple ale ecuaţiei w(x) 
(ex a). i i 
Graficul lui w(z) permite să se precizeze că, dacă: 
a<0, avem două puncte de inflexiuno; | 
a>0 (a +1), avem un punct de inflexiune; 
= 4, soluţia z = 0 se eliminá, căci anulează pe (e* — a). 


21 — Culegere de probleme de matematică 
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.. > pă 
Eliminarea lui a între ecuaţiile (g — 2) e* + a(z + 2) = 0 gi y = sn 


, 
ex — a 


conduce la obţinerea ecuaţiei y = z + 1, care reprezintă tocmai dreapta (Dj) 


ce conține toate punctele de inflexiune. 


E y p 
| i 
| 
ŢI En 
| |: P 4 
| e +'/, 
| l: Y L 
h.- | i 2 ed 
| E AD d 
| | N >" Y 
p PIIA 
| PUL 
| S 
| 
| 
| 
| 


a ` 4 
A l 
o 
WAN: 
| 
| ` 
y ` | 
He | ai bu 
| X Yo 
| S yl 
| Y 
| vol 
| 
i yl 
po A | 
is i Îi 
i Fig. 1V,218 
i9; 
ja; 8°. Curbele (Ca) sînt reprezentate în fig, 1V.218. 
A 219. 1%, Sá se rezolve ecuaţia: 
BY . 
li sin(x ln z) + cos(x ln x) — 1 = 0, unde 1 Șt. 
li K 2°, Sá se reprezinte grafie f(x) = sin(r In x) + cos(r ln 2) — 1. 
pos 3. Sá se afle aria cuprinsă între curba de la 22 sí aza Ox. 
[i 
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R: 10 2, = 1, za = et’, z, = e; 2. Tabloul de variaţie este 


el e e e? 


l+ +40 = a -=0+04¿+ 


y 004 a Yet uno a =(f2+4)" “1 0 


graficul trasindu-se fără vreo dificultate. 
3°. Se notează x ln z = «, z = eF şi de = 2 c%!* dz; avem 


T 


I= W sin (7 ln z) de + g cos (7 ln z) dz SN del sin (z ln z) dz + 
a. 1 1 > 


+ cos (7 In z) de — | de). 
Ve Ve 


Calculul integralelor | sin(x ln x) dz şi | cos (7 In z) dz, respectiv 


if | e = : . ' 
| sin a e" da şi a| cosa:er da se face prin părți. Se obține: 
T T 


& a 4 a 
sin a - er da = er (sina — 7 cosa) si — | os a: o7 da = 
T 


m? +1 


Y pe 
tn 


a 
er (cosa + ze sin a). 


702 <- 1 
Se va fine seama că pentru z = 1, « = 0; z = Ve, a = = și cînd z = e2, a = 2r. 
220. 1°, Să se studieze și să se reprezinte grafic funcţia 
f(z) = e? sin x 


2°, Sá se găsească apoi aria limitată de curba reprezentativă a funcției 


f(x), axa Oz și dreptele x = 0, x= kr. Sá se precizeze. valoarea. | 


ariei respective, cînd k — co, 


4 
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E 

R: 1° Graficul este dat în fig. IV.220. 2° Avem: 

l= | == sin z dz = — | sin z d(e-â) = — e-* sing + | eI cos g dz = 

= — e™* sin z — eY cos — (e sin dz, de unde rezultă imediat că Z = 
e h — (hehe 
e = LE catia æ + cos a) |” = si pentru kaod, Lari. 
pue. 2 0 2 2 
A > ' Y | E 


/ 


] 


/ 


0 


Fig. 1V.220 


Fig. 1V.221 


991. Se consideră funcţia y = | (1 — x°)? şi se cere: 

19, Să se studieze şi să se reprezinte grafic. | 

2. Sá se calculeze aria suprafeţei cuprinsă între Ox și graficul acestei 
IE. funcţii. - | 


4 Ae . . . . . 
A 2 A 3. Sá se calculeze volumul corpului care se obține prin rotirea curbei 
ji dela 1? în jurul azei Oz, 

jet: R: 1° Graficul este dat în fig. 1V.221; 2° Aria este dată de integrala definită 
NES sie A ue 
pe J=2 V(I — 22)? da; această integrală se calculează cu ajutorul substitufiel 
ii PRR A 


MASA 

ROO, > j Ñ x rj? A 

B  a=ginu, de = cosu du. Avem deci /=2 | costu du şi pentru calculul 
d 


` integralei nedefinite | cos udu se foloseşte formula Zn = | cos” y du = 


MM! 824 
dă 
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costa! u sin u n— í 
OAMI ma, Pentru n =. 4 rezultă | cost u du = 


j os? u 3 sin u cos? u sin 
Sn: ee g feou de e ai a Fh zje] e 
2 


y 4 4 h 2 
sin u cos? u 3 sin u cosu 3 

ninu eou y SERENE gE ue i 
8 8 


Trecînd la integrala definită se găseşte că aria cerută este 2 
: 8 


| 
go y 25 O 2. 
0 35 = 


992. 19, Să se studieze și să se se ag grafic functia 


f(z) = ; 
z+ E PTSTA | 
2°, Să se calculeze aria Ma de curba reprezentativă a funcţiei 


de la 1°, aza Ox si dreptele z = 0, z = 2. A 
R: 1°, Tabloul de variație al funcției este: Ta 


2 Ly 2 0 y 2 


+ + 


iar graficul este dat în fig. 1V.222, 
9% Punem z = 2sint si notind cu I va- 
loarea integralei definite avem i 


9 
j= IN e o e VE (4) 
o sint + cost A 
A 1-2___|-/Z 
Punînd z = 2 cos t, obținem: Z 7) 
(7/2 i 
Ta V LAA A (2) 
0 sint + cost 


AV 


| dunînd (1) cu (2) rezultă: I= Ra 
aeu de (2) 4 Fig. 1V.222 
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Observafic: Oricare ar fi a>0 valoarea integralei 


a dz T 
— esto —- 
o æ+ Væ- ar h 


Să se calculeze integralele definite: 


1(l—z 
B sy SR » 
R: Putem scrie SY e E u- si identificind rezultă 
— 2 — a ia 


= —1, B=2, aria căutată fiind ln» 


8 2r? + z? — x — 3 

v4, | == dr, x23>1. 
E i 

225 + aia 3 _ 4 4 8 


AA A Ā 1 


R: Se observá cá avem: = 1 + — ———— 
x(x — 1) (2z + 3) æ  5(z— 1)  5(2%+3) 


si notind cu 7 valoarea integralei definite rezultă 


3 
z + In z — heij — In(2x + | ="h 


e 
m A 15p/5 - 


225, ir ete: 


o (z + 1) 
a SS si al 
(a + 1)? (z + 1)? (z +1) (z+ 133 
cerută este egală cu | — A arto 3 eN, 
et 2 (+41? l" 8 
1 æ de | 
226. e 
hizo 
al 1 a 4 n 
R: Avem | az= ¡[1 æ dz= — — — ln(1 + a?); aria este 
ie? 1+ a 2 2 
4 
— (1 — In 2), 
| z“ ) 
3 5,3 2 
227. | po: d eae L pă e >4, 
a (22 — 1)le + 193 
R: Avem A E 3 a 3 + 
(Pala ad ad EHI eH, 
La 3 
A E A An a de deea ia oi 
- "(24 1] rt ei A+ 841 
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de 
rr IRI leul 
R: Punem 1 $ x = y?, de unde de = 2y dy şi avem 
ZEISE = 2 o = 2 arctg/1 + z. Aria este 2arctg2 — E, 

(z + 2) Væ +1 14 y 2 
929, f Sua , << Le 

1V1—u 
R: Punem 1 — z = y?, de unde dr = —2y dy. Aria cerută este dată če 


—1 


|- Ž (Bat + te MEE 


A i Ea 
230. | => 2 de, 


R: Punem g+ V1 + z? = y, de unde x= 


hi FA a 
2y ly 


2 __ 11 = 
de = ©} dy. Aria cerută este | (3 — 22) YTF A| =V2. 
l 0 


2y 
1/2 dz 
231. 277 —/ 1. 
| (1 — z?)(V1 — a*) a 


R: Se notează x = sin y, aria cerută fiind 7 
2 dz 

222.1 — z=» 2320. 
| z + Y z 


R: Punem y? = z si aria este dată de 


= natya} 


zex 


1 
233. | dz 
0 (1 + 2)? 
R: Se observă că qe = | A. si cum — 
; (1+ z}? ltz (1+ 2)? (1 + 2)? 
este derivata funcţiei » rezultă că funcţia primitivă este „ Aria cáu- 
1+ a | ita 
tati E = 1). 
2 
234, ( E 
yo AF cz 
R: Avem ( 22 5 f e *dar ex A 
JI + er 1- er 1-+ e 
321 
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235. ¡NS te?a dz. 
0 


R: Putem scrie ( tg? x de =Í | 
cos? a 


a3 1) dz = tgx — z; aria este E li 
4 


236, a Mr de, apti, kez. 


Ye À 22 — 
IE R: Putem scrie | tea dx = i A d(cos z) = + In cos x. 
pe, cos? a 2 cos? z 
1 237 N tota da, xÆ + kr kez 
a, > ) ) e 
À 0 2 
tg?z— 1 
R: Avem [tera El T 1) dz = z ne a JAR tgz; aria este 5- 3) 
COS? g 4 3 
938. Ñ de, 
5+ 4 cosg 
R: Punem te = = y şi integrala devine (7 _— 2 
094 4 cosz 
T ; co 
E a 2dy T 
9 cos? Ž + sin? Z 94 y 3 
2 2 0 


239, Qe DA 


7/6 Sin? y cos? g 
1 
sintz  costz 


R: Funcţia de integrat se poate scrie sub forma a cărei pri- 
mitivă este — 2 colg 2x. 


240. ft & cosa dz. 


R: Avem] = | cos dle) = 00052 + | osina de= e cose- [sina d(e*) = 


P = eX (cos z + sin z) — | eX cos g de şi deci 7 = $ e (sin æ + cos z). Aria ce- 
i 
A rută este Al ge 1.) 
241. VĂ z In z de i z> 0, | 
R: Se observă că puntem scrie I = | meafg -)= z In — 3) zdz = 
a? 


í 8 4 > e 
= —|-—+ Inz . Aria este — e. 
o 4 | 2 $ 


2 
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942. f Unz)?de —,  z>0, 


R: Avem 1 = alin a)? — 2 în æ de = alina) — 2z În æ + 2 [dz = 


= z E 2)? — 2 În a + 2), iar aria este e(2e — 1). 
2 


243. 2 
-1 

R: Notăm cu f(z) funcția de integrat; se va observa că 
f(2)>0, pentru zE(—3, 1) U (5, o), 
f(x) = 0, pentru z = 1, 
f(x)<0, pentru z E(—œ, —3) U (1, 5). 
ME EEN 
z? —2r—15 +3 2-5 


e Sc da 
z2— 22 — 15 


şi 


Apoi se va ţine seama că 2 


definită este: 


1 — — 
pando dia Mercero de etc. 
- -1 z?— 2z — 15  Jiz?— 22 — 15 


244. (5 TTS <= 


-1 142 
R: Notind cu Z valoarea integralei definite, avem: 
0 iz y3 1+az i 1 2 
I= — d — dr = | arctg z— — In(1 + 2?) 
Brrr + fe 1+ 2 | i a Il 
+ | arctg è + 2 mapa = 2 
2 10 


integrala 
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Capitolul V | 
Probleme de calcul vectorial şi 
geometrie analitică 


1. Fi ABCD un paralelogram si a, b vectorii laturilor AB, AD; 
dacă M este po de ltd al diagonalelor, atunci avem: 


Y 


MÁ =—Ż (a + b); MC = ==MÁ= = (a -+ b); 
i. — 4 > > — — 1 > > 
= m5- (a — b); MD =— Er z ah. 
T — e mob —> >. 
R: În triunghiul ABE avom’ AC = AB + BC şi cum BC = AD = b (vec- 
tori echipolenti), iar AC = 2MC, rezultă MC = == (a + È) si MÁ = — MC = 


Y > > A . -r : 
4 = =5 (a + d); tot astfel în triunghiul BAD, vectorul DB reprezintă diferența 
, , — —o > —> . > 4 > > —> 
vectorilor AB gi AD; cum DB = 2MB, obtinem MB = z (a — b) si MD = 
1 > > \ 
y (a). 


2. În paralelogramul ABCD se notează AB = a si BC = d; să se 
arate că următoarele cui vectoriale at. verificate: 


(a + b) + (a — È) = 2 
+ 
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R: Se construieşte în dreapta paralelogramului ABCD — prin prelungirea 
-> 
Dara AB si DC — paralelogramu] a BA,D,C; avem imediat a + y = AC; 


H — Pi = CA, si AC + CA, = AA, = 22 etc. (se pot folosi şi unele proprietăţi 
simple ale paralelogramului). 


>: Se consideră triu ghiul ABC şi vectorii AB = e; BC = a; CA = 


= p Să se exprime vectorii medianelor AM, BN, CP ale ci ata 


++ > 
ABC cu ajutorul vectorilor a, b, c, sau numai cu doi dintre acești vectori. 
` > > 


> —>» -> — — -> a —> — b —> 
R: Avem AM = BM — BA = AB 4+ BM =c+ 4 ¡ BN = EF CP = 
> 
în a C se i -> -> > y 2 y : 
=% LiH Dacă ținem seama că a + b + c = 0, putem înlocui unul din vectori 


> Ba > > 
(de exemplu pe c) în funcţie de a si b. 
4. Să se deducă din problema precedentă că putem construi un triunghi 
cu medianele unui triunghi dat. 


R: În adevăr, dacă AB, BC, CA sînt vectorii laturilor unui triunghi atunci 
—> —»r —r 


avem AB + BC+ CA = 0; în cazul medianelor obţinem: 
—y —> — -> 4 -> 
AM + BN + OPE pab. 


5. Să se arate că suma vectorilor care unesc centrul C al unui triunghi 
echilateral ABC cu virfurile sale este nulă. Generalizare. 


R: Vom considera — pentru generalizare — un triunghi oarecare şi fie ie G 
centrul său de greutate (punctul de întîlnire al medianelor); sá arătăm a GA d+ 
+ GB + GC =0. Folosind notafiile din exerciţiile precedente avem 7 = MA; 


: 2 => iad aia . 
GB rT NB; GG = = PC; adunînd şi tinind seama de exerciţiul precedent obf1- 


nem relaţia căutată. O generalizare şi mai întinsă se obţine înlocuind triunghiul 
echilateral printr-un poligon regulat. 


e -e p ~ 
6. În exagonul regulat ABCREF se cunosc vectorii AB = a si 
BË = b. Să se 5e exprime în funcție de a şi b vectorii: CD, DE; EF; FA, 
AC, AD şi AÈ, 


_R: Se observá că avem 1 imediat egalitatea vectorială ESE AD SAh p 
+ BC + CD, de unde CD = = 2|b|:b — (a + b); e 
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7. V A AR A a e 
ABCD LHE AC =a şi BD = b coincid cu diagonalele rombului 
. Sá se descompună după aceşti vectori toţi vectorii care coincid 


, . . _—> 
“eu laturile rombului: AB, BC, CD, DA. 
. . . pa 
R: Diagonalele rombului tăindu-se în părți egale, avem AB a ză i 
z a pă 
TAN 

A r A E fa -= -> -> 
vee să = 28-45 ic iS 

pa: 2 2 2 2 


, — > 
S. Într-un trapez isoscel se cunoaşte baza mare AB = a, una din 


. pu Ed . . . A e 
laturile neparalele AD = b și unghiul dintre ele XA = (AB, AD) = 
v v v > . > >. d .. 
— F. Să se descompună după a şi b toți vectorii ce alcătuiesc laturile 


3 
BC, CD si diagonalele trapezulut. 

IA sE E ri pa -> 

7 R: Vectorul CD fiind coliniar cu AB, avem : CD = 2a, iar BD = AD — 
i — > > —> > -> o > > 
Es: — AB =« — b; rezultă BC = a — (a — b) = (à — 1Ja + b. Dar - vectorii 

E = -e A , > > > > 
ás BC şi AD au aceeași lungime, deci (BC)? = (b)? = b*, sau [(A — 1)a + b]? = b; 
im i de unde se obţine ecuaţia (A — 1)[(A — 1Ja? + ab] = 0 şi soluţiile sînt à = 1 


(cazul paralelogramului), A = ce Mai simplu, se observá cá ducind CE |AD 
a i 


— 


j i 3 k i == d =$ l 
în triunghiul echilateral BCE avem: BC = EC — EB = + a. Prima soluție 


ap 
b — 


a |e} 


ls ge aplică şi cazului mai general, cînd X A + p 3 


9. Se presupune că între vecto 
> > > > > > > > > > > 
U= ab 1304 0=M0— 0); ¡a+ =]21+ 101 la 
E > sá > . . . w 

dial rel Care este poziția reciprocă a acestor vecl 
tá că diagonalele paralelogramului construit pe V 


R: În primul caz rezul 
a și d sînt egale; deci, prin consideraţii cunoscute din geometrie, acest paralelogram 
> 


+ > i 
urmare a 8. În cazul al doilea avem a(—1+ 3) = 
coliniari sau 


ori? 


ectorii 


este un dreptunghi şi prin 
Hoo a > 11” cue 57 ei stat 
e b (1+?) saub = a (à + 1), deci vectorii a $1 0 si 
R? A+ 1 

| .. > . > . . . . 
1). În celelalte două cazuri, vectorii a i p sînt coliniari, căci 
ii triunghiulare. 


nuli (A = +1). : d 
sint cazuri limită ale inegalitál 


jo. dd “ll 
1e rE A A f E NAT 
A AAA e AA ' 


AA Ss + > 
rii a şi b avem relațiile: | a + b =, 


7 
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10. Fiind date triunghiurile ABC şi A'D'C' ale căror centre de greu- 
tate sînt respectiv G şi G', să se arate ca avem 


— —> — —+ 
AA” BB: 4+ CU: = 3GG: 


—y —> — — Y EEI ak =g - pins 
Ri Se observă că AA = AG + 0G+ GA; BB = BG + GG’ TGB CC = 
—> — —» 


— -> —> y y” pack. Ne 
= CG + GG’ + G'C', de unde X AA’ = E AG + E G'A' + 3CG" =3GG" (a se vedea 
şi exerciţiul 75). 


11. Teorema lui Pappus. Fie A,, Bu, C, punctele ce împart în același 
raport k şi în același sens, laturile BC, CA, AB ale triunghiului ABC. 
Să se arate că triunghiurile ABC și A,B,C, au acelaşi centru de greutate. 


—> x 

R: Vom folosi relația din problema precedentă, adică vom arăta că BAA, = 0, ew 

— — — —» — — — | 

deci G = G’. În adevăr se ştie că AA, = AB + kAC; BB, = BC + kBA; CC, = 
= CA + ICB, unde am stabilit sensul direct de parcurgere (4 > B => C => A); 
-r —> sd 

rezultă imediat că SAA, = AB + kSBA =0. Prin extinderea relației din Sg 


problema 10 se poate generaliza teorema lui Pappus pentru orice poligon (generali- = 
zare cunosculá). di y 
` 


i , z il —> — — 
12. Ce condiţie trebuie să îndeplinească vectorii: OA = p; OB = 


> > > > i : : ; 
= q; OC = p + qaşezaţi respectiv pe laturile unghiului AOB și pe ` 
bisectoarea OC a acestui unghi? Să se deducă de aci expresia vectorului 
așezat pe bisectoarea unui unghi. 


> > 
R: Figura OACB este in acest caz un romb, deci |p| = lq}. Pentru a determina 


> b . > -> i > 
¡6 = 3 ¡atuncid = f + y va reprezenta vec- 
Ic! Ib | | 

. . . A e e > + ; i i i 
torul bisectoarei interioare, iar d, = B — y va fi vectorul bisectoarei exterioare. 


13. Într-un cérc de centru O se duc coardele AMB şi CMD perpendicu- p 
lare între ele, in punctul M. Să se demonstreze relația vectorială (echi- ` 


polenta) 
— — — ——_ —> 
MA + MB + MC + MD = 2MO 
R: Avem MA = OA — OM etc.; apoi OA + OB = 201; OC + OD = ` > 
= 90E, I si E fiind respectiv mijloacele coardelor AB şi CD; rezultă imediat de 


aici relaţia cerută. 
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14. Se cunosc proiecţiile pe axa x-ilor ale vectorilor a, b, esid, pr a 
> > AE 
— h» 3 
= 5; pr. b = — 3; pr. c = — 8; pr. d ==0. 
Formează acești vectori o linie poligonală închisă? ` 


+ > > 
R: Se observă că avem: pra + b+ oc Eds E 6-4 6 = 0: deci 
ul sumă este ori nul, ori perpendicular pe axă. Atunci, linia poligonală Sato 


vector 
ei sînt situate pe o perpendiculară la axă. 


ori închisă, ori capetele 
15. Să se verifice identitatea vectorială (echipolenta) 


> -> > > 
(a + b)? + (a — b} = 2(¢ + b?) 


şi să se interpreteze geometric. 


- R: După regulile produsului scalar, echipolenta este aproape evidentă. Pentru 
interpretare, observăm cd cele două pătrate din primul membru reprezintă respec- 


i | >> 
alelor paralelogramului construit pe vectorii a, b; regă- 


tiv suma pătratelor diagon 
itratelor laturilor unui paralelogram este egală cu suma 


sim astfel teorema „suma p 


diagonalelor“. 
> > > => > 
produsul scalar a: b, dacă a = 3 i — 2j; 3 = 


16. să se calculeze 


> - > > 
— ¡+ áj, undei şi] sînt versorii axelor. Sá se afle apoi mărimea. fie- 
căruia dintre acești pectori şi unghiul lor. 
>> i 2 oo >> 2 > 
„R: Avem a'b = (81 — g) [ir 4). = 35 + 10i-j — 8% = —5: apoi la| = 
— o A a >> —5 
Ly Ti = V73; lo = VTF 16 = V17; costa, b) = 537 * 


> > i ; 
17. Două forte P şi Q aplicate aceluiaşi punct material fac între 
> 
egale cu |P| = 7 tone 


ele un unghi de 120° și au intensitátile respectiv 


și |Q] = 4 tone. Să se afle intensitatea rezultantei lor. 
0)? = 49 — 


> > > e > > > > > 
R: Avem R=P+Q si (R? = [P + OI = (Pp + 2P:Q + (0 
9,1. 1,4 +16 = 65 — 28 = 37, deci |R| = 137. 
2 


e 


i dreptunghic isoscel se due medianele din vir- 


18. Într-un triungh 
te. Să se calculez 


furile unghiurilor ascuți 
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R: Fie ABC triunghiul, astfel că A E, A A 
7: 45 = 2 în care lb] =. lel yz > i ez 5" şi BC = a; CA = 
, ; > re | = le] = y lal Avem, notind cu mp, m. vectorii medi 
nelor relative laturilor AC gi AB: au 
>. => (4 1 2) E 4:19 A sp d 
Ep e 34] r 1 
2 7, ca er 


my `Me = > > 
2 a'c 


—- 
— 


4 1 
— ab cos 45° — — E s 
a O AT a a te ii ate 


ya ya 1 1 > 
= s es A — 2 € = — s d 5 o o 
a a a y Asi m? = a HS AA deci 
— — a? a 

> > 2 2 4 

cos (Mp, M) = = Enen 
Mamb 5 a 5 
; — a 
8 


> — > — 
a = AB şi b = AD laturile unui romb ABCD. 
lele rombului sînt perpendiculare. 


—> — > , 7» —r -p — —> —> 
R: Avem BD = AD — AB şi AC = AD + AB de unde AC + BD = AD'— 
= 0, căci a =b; deci AC | BD. 


> E > > Ir 
|b ]|=3 si X (a,b) = 5? să se de- 


19. Se noleazá cu 
Să se arate că diagona 


— 
— AD" = b?— a? 


> 

20. Știind că pa] =2, 
. | . . . . ¿e > > 
termine pentru ce valori ale coeficientului 0, pectorii p = 3ua + b; 


-r > => a “A s . .. e 
q = 2a — ab, sînt perpendiculari între ei. Reciproc, « fiind determi- 
> > ' 


nat, se cere unghiul dintre pectorii a si b. 
> > i 
R: Condiția de perpendicularitate p:q=0ne dá ecuaţia 3? + du —2 = 0, 


Ep. şi ag = —2: e valori ale lui æ obținem 
3 


cu soluţiile w = Reciproc, pentru acest 
> To... A > 3 m 
în primul caz X (a, b) = 7 si în al doilea caz X (a, b) = Bi 
$ > +, E 
j; 4 = — 12j, în care 1$1J. 
Se cer proiecţiile fiecăruia 
de coordonate. 
odusului scalar, 


91. Se dau pectorii: 
sînt versoril axelor de coordonate: 
pe suportul celuilalt și unghiurile lor cu axele 


R: Pentru proiecţiile reciproce folosim formula pr 


+ > + + 
p'4= P4 cos (p, 4): 


/ | Mm 


dintre vectori 
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nj + A nyie SORT, y P A PRAES AN FR a. MA yr 2 i » JI 
E AS IO AA A faca a 


care ne dá: 


Piy (4074 2) (57 12%) — 26 
pr (Plz = p cos(p g = Pl e MAA 2 lo acelaşi mod găsim: 
q 
> 26 V26 
ll nd 


> > E >> 
Pentru unghiurile vectorilor p şi q cu axa a-ilor, formám produsele scalare p i 
ŞI qui şi obţinem 
-> -> 
cos (Ox; p) = e ; cos (Oz; q) = =, 


V104 


22. Se cunosc laturile unui.triunghi ABC, date prin vectorii 


a E e A A y toa? 
= 5i + 2j; BC = 2i — 4j; CA = — Ti +4 2j. 


A 


Se cere sá se calculeze mediana AM gi înălțimea AD a triunghiu- 
lui ABC. 


ry A A AA 
R: ATEM-AM = db BO e 5i -+ 24 i — 2j = 6r; deducem că me- 


` diana AM este paralelă cu axa Oz z şi are modului egal cu 6 unităţi. Pentru calculul 


Boa [ina porien echipolenta AD = AB + BC, A [iind determinat de con- 
ditia AD. BC = 0; rezultá 


4 : > + +, MA > 1 
5 + 2) + M2 7 4J) (27 4)) = 0 si deci A 
-> 2 20 4 
Conchidém PIA A AB: LAB: BE + e BC? = 29 — — + — = 29 — —= 
5 100 5 100 5 
44 
=, ibs ER g 


23. Cunoscînd vectorii a ȘI b ai laturilor AB si AD ale unui para- 
lelogram, sá se exprime cu ajutorul lor vectorul ce coincide cu înălțimea 
AJ, perpendiculară pe AB, 
>> 
i > a'tb . 
R: Avom Af =Ù 4 da şi ada a = 0 deci dMi+arb=0,1=-= ŞI 


>> 


a? 


„obţinem A Fi De e , Pentru mărime ridicăm la pătrat și avem (41)? = 
A a 


(a-b)? 


a? 


= b — 


-> 


ys‘ 
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94. Să se demonstreze că înălțimile unui triunghi dat ABC sint 
concurente. 


R: Fie H punctul de întilnire al înălțimilor CC” şi BB” si HA, HB, HC vec- 
torii de poziție ai virfurilor; trebuie sá arátám că HA | BC, adică produsul 


— —+ . — — — —» , i 
scalar HA> BC = 0; ori avem HB-CA = 0, HC-AB = 0 şi ţinind seama că 
— —> — —y — —y —— — — A ru e pt 
AB = HB — HA; BC = HC — HB; CA = HA — HC, obţinem HA-HB — 
— HC- HB = 0; HB: HC — HA: HC = 0, de unde prin adunarea acestor relații 
-> —+ LS 4 — -> 
HA(HB — HC) = 0, adică HA + BC = 0, C.c.t.d. 

95. Se dă exagonul regulat ABCDEF, unde AB = 3. Să se calculeze 
produsele scalare ; 


-Jj J> — — —> — —> > — > — 
AB-AC; AB-AD; AB-AE; AB-AF; AB(AC + AD). 


R: Se ţine seama că XBAC = 30°; XBAD = 60° etc. şi de faptul că pro- 
dusul scalar este distributiv față de adunare. 


- 


"4 


e 
Le 


Pe” - y PO E 
ES SA PE ar 


26. Sá se calculeze expresta 


> > + > >> zA 
E=a:'b+b:c+<c:a A 
PE N | 
ştiind că a 
- > > > > > A > o > pal 
1) a+b+c=0;:2) a+ b+c=3i—] şi că Jal =|b| =|c]=2. EN 
. q. Eg > Sg . . > -> -> d ; 
R: Se va ridica suma a+ b+c la pătrat gi se va obține 2E = (a +b +c)— y 
Si 2 y N ` 
— Ya?*; în primul caz E = — O 6; în cel de al doilea E = 102 = —1 K 


2 
27. Sá se demonstreze pe cale vectorială identitatea trigonometrică 
cos (æ + B) = cosa cos B — sin a sin f. 


R: Luăm de o parte si de alta a axei Oz doi vectori: a asttel ca X (Oz, a) =a 


> > > > 
şi b astfel ca (Ox; b) = 8. Avem a - b=suma produselor proiectiilor de acelaşi 
nume =4gbz + ayby (az, by fiind proiecţiile pe Oa); CUM ar =Q cosg; ay = asina; 
bz = b cos (— P); by = b sin (— p) rezultă identitatea cerută. 
28. Să se demonstreze teorema lui Pitagora generalizată folosind cal- > 
culul vectorial. Ri: 
E mb + + >, > -> Ap Sp 
R: Fie BA = c, AC = b ṣi BC = a vectorii de pe laturile triunghiului ABC; = 
s — — — 4 
avem evident BC = BA + AC şi ridicind la pătrat obținem al = b? + cè + 
—> > — — — — 
+ 2 4C» BA; dar AC» BA = becos (AC, BA) = — becosA, deci... 


29. Dacá G este punctul de intilnire al medianelor in triunghiul ABC 
și O un punct oarecare, sá se arate că | > 


Ab? + BC? + CA? = 3(042 + OB? + OC? — 3062). 
LA =p — —- 
R: Se observă că avem OA + OB + OC = 30G (a se vedea gi exerciţiul 80); 
ridicind la pătrat scalar gi înlocuind produsele scalare 2 OA -OB= OA: -L OB? — 
— AB? etc. se obţine relaţia din enunţ. 


30. Sá se demonstreze vectorial că avem pentru orice o și orice n (număr 
natural > 2) identitatea 


cos a + cos [a +=] + cos [a + =) + o. + cos[a + MALE] =0, 


R: Considerăm poligonul regulat convex 4,4,... An (de n laturi) astfel că 
MA X (Ox; 4,42) = a şi fie 4,42, As Aa, --. An- An vectorii reprezentativi ai laturilor 


` e. „= ` ES F 
H acestui poligon; avem ZAG Ais = 0; se inmulteste scalar cu ¿ (versorul axei Ox) 
$ această ua şi se înlocuiesc produsele scalare, adică se obţine: lcosa + 
T 2(n— 1) 7 . A 
+ cos [> + 7) + ...+ [cos E + îi = 0, tocmai relaţia cerută. 


n 


| 31. Drepiele: 
qe “ (AC) : 3z —y +6 = 0, 
(AB) :2x + y—6 = 0, 
q] (BC) : y =0. 
PA formează triunghiul ABC. 
p: 1°. Să se afle coordonatele virfurilor, lungimea laturilor şi aria triun- 


ghiului. 
2. Se duce în triunghi o paralelă cu AB care intilneste laturile AC 
și BC în D si E. Să se afle locul geometric al punctului M de intersecție 
a dreptelor AE şi BD, cînd DE se deplasează paralel cu AB. 
R: 1*. Coordonatele virfurilor triunghiu- 

lui sînt A(0, 6), B(3, 0), C(—2, 0), fig. V.31. 

Lungimile laturilor AC= 2/10; AB = 
= 3/5; BC = 5. 

Aria triunghiului este S = 15. 

2%, Ecuația dreptei DE este y= 
= — 2x + n; rezultă punctele 


Dl E 8n + =), 


Li 


5 5 


| El , o). 
Fig. V.31 2 
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Ecuația dreptei AE este 


127 + ny — ôn = 0, | (1) 
iar aceca a dreptei DB este 
& Y 1 
3 0 1 
n— 6 3n + 12 y A 0 (2) 
5 5 


Locul lui M se află eliminind pe n între (1) si (2); se obține dreapta 6z — 7y + 
+ 12 = 0, dreaptă care trece prin mijlocul lui AB şi prin punctul C. Cind DE 
se confundă cu AB, locul este mijlocul lui AB. 

32. În sistemul azelor de coordonate x0y se consideră dreptele AD 
şi BC determinate de punctele A(0, 1), B(0, m), C(1, 0), D(m, 0); se 
cere să se afle: 

1°, Locul geometric al punctului de întîlnire al dreptelor date, m 
fiind variabil. 

22. Soluția geometrică de la 1°. 

R: 1°. Ecuația dreptei AD este 


z+ my —m=0, (1) 
iar a dreptei BC este 
mx + y—m=0. (2) 


| Locul punctului P de întilnire a dreptelor (1) gi (2) se află eliminind pe m 
între ecuaţiile celor două drepte. 


Din (1) scoatem m = şi inlocuim în (2); rezultă z? — y—z+y=0 
fa | 

sau (x — y)(z4+y—1)= 0, de unde x — y = 0, adică prima bisectoare si 
x +- y — 1 = 0, perpendiculara pe prima 
bisectoare în P. Dar + — 1 = 0 este y 
ecuația dreptei AC. Locul geometric este AC 
în cazul particular m = 1, aceasta avînd 
loc cînd dreptele AD şi BC se confundă, , 
situație în care toate punctele dreptei AC 
pot fi considerate ca puncte de intersecție 
a celor două drepte. În consecință, locul 
veritabil este x — y = 0, pe lîngă care apare A (07) 
si æ +y — 1 = 0 care rezultă dintr-o ne- ' 
determinare. 

2°, Figura ABCD este un trapez isoscel 
în care P este punctul de intersecție al dia- —— 
gonalelor AD şi BC (fig. V.32); deci P se Pa 
găseşte pe axa de simetrie (perpendiculara 
pe cele două baze) care este prima bisec- 
toare a axelor coordonate. Fig. V.32 


Cho) Dima) Z 


22x 239 


` "E E 
, ES E + y j N V rA a > : | 
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33. Se dă unghiul drept xOy, o dreaptă oarecare (D) şi un punct 
M mobil pe, această dreaptă. Pie P şi Q proiecţiile lui M, respectiv pe 
Oz şi Oy. Se cere: 

1%. Locul geometric al intersecţiei paralelei dusă prin P la (D) cu 
+. perpendiculara dusă din Q pe (D). 

5 22. Locul intersecţiei paralelei dusă prin Q la (D) cu perpendiculara 
dusă din P la (D). 
Să 3°. Unghiul celor două locuri geometrice. 
dA R: Două drepte perpendiculare (fig. V.33). 


Fig. V.34 


34. Pe baza AC a unui triunghi ABC se iau două puncte fize P, Q. 
Se duce în triunghi o dreaptă variabilă, paralelă cu AC. Fie D, E punc- 
tele de intersecție ale acestei drepte cu laturile AB şi BC. Se cere locul 
geometric al intersecţiei diagonalelor trapezului DEQP. 

R: Locul este o dreaptă ce trece prin vîr- 
ful B și punctul Z de intersecție al diagonalelor 
trapezului DEQP, fig. V.34. În particular, locul 
este şi AC, cind DE coincide cu baza triun- 
ghiului considerat. 

35. Seconsiderá un triunghi isoscel ABC 
dat, avînd înălțimea (corespunzătoare laturit 
neegale) CO. Se duce o dreaptă variabilă PQ 
paralelă cu baza AB, care întilneşte înăl- 
țimea CO în H. Să se găsească locurile geo- 
metrice ale intersectitlor 


(OP)N(40), (OPINAR), (0Q)N (4H). 


R: Se iau ca axe baza AB și înălțimea pai 


Fig. V.35 apoi se ia AB=2a, OC = h, OH = m, fig. V.35. 
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Cele trei locuri geometrice sînt respectiv; 


a) coda > = 1 şi în particular y = 0 cind paralela PQ coincide cu baza AB; 


py) 24Y=1 şi în particular y = 0; 


h 


wla la cola 


c) y = h si în particular y = 0. 


36. Se consideră două drepte fize (D,), (Da) şi un punct fix M,- 

O dreaptă mobilă dusă prin Mg taie cele două drepte respectiv in M,, M,. 

Să se arate că locul geometric al punctului M, conjugatul armonic 

al punctului My în raport cu M,M,, este o dreaptá*) care trece prin 

intersecția (D1) N (D,). Dacă cele două drepte sint paralele, locul geome- 
tric este o paralelă cu acestea. 

R: Se ia originea în My şi fie 4,2 + Bız + Ci = 0, Ax + Bay + Ca = 0 

9 / è 

ecuaţiile celor două drepte. Se folosește relația —=— E md 

| MA MM MM, 
C, a 

nu este în originea axelor de coordonate adică avem Melzo, Yo), se mută — prin 

translație — originea în Mg şi după efectuarea calculelor se revine la sistemul 

initial de axe. Ecuația locului (polarei), in acest caz se scrie sub forma 


Aj + By + C, Ax + Boy + Co mE, 
Aito + Biyo + Cı Azo + Bayo + Co 
No tă. Se poate observa că locul geometric căutat (polara) este conjugatul 


armonic a dreptei Mo I (I este intersecţia dreptelor (Do), (D.)) în raport cu pS 
date. 


Locul geometric este dreapta 


37. Fie punctul P(a, b) în raport cu două axe rectangulare Ox si Oy. 

1°. Sá se arate că există două drepte D; şi D, care trec prin P şi deter- 
mină, împreună cu axele, triunghiuri cu aria kè. 

2°, Fie A,, Bi punctele de intersecție ale dreptei D, cu Oz respectiv 
Oy şi Az, Be punctele de intersecție ale dreptei D, cu Ox, Oy. Sá se 
arate că dreptele A,B, și A,B, nu-şi schimbă direcția cînd k variază. 

39, Să se determine locul geometric al punctului P astfel încît patru- 
laterul A¡A2B,B, să fie inscriptibil. 


* Această dreaptă s se numește polara punctului M faţă de unghiul dreptelor 
(Dj), (D.). 
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R: 1. (Dj: 424 =0, (Dj: 42-40, unde 
1 bi (a ba 
k? — VR — 2ab k24 kV%2— 2ab 
a == b a , (a san b = 
| k? 4- kVkIZ 2b sai h b. 
ba = EA 2”. Se verifică uşor că TM BiA = MAB, = — A ; 
3. y= ta, 


38. Într-un triunghi ABC se notează cu D şi E mijloacele laturilor 
BC respectiv CA. Știind că A(1, — 1), D(1, 2), EQ, 0) se cere: 
1°. Sá se scrie ecuaţiile laturilor triunghiurilor ABC. 
. 2. Sá se scrie ecuaţiile cercurilor O, şi O, circumscrise triunghiuri- 
lor ABC şi DEC. 
3. Sá se arate că punctul C se găsește pe linia centrelor cercurilor 
0, şi O». 
R: 1°. x—y-—2=0; 2°, B(x? + y?) —4x — 8y — 10 = 0, 
x + 2y — 5 = 0; 3(1? + y?) —1M1x — 7y + 10 = 0. 
2r + y—1=0. 


39. În raport cu un sistem de axe ortogonal se consideră punctele 
P(2, 0), Q(0, 1) şi dreapta (A) de ecuație 2x — 3y +6 =0. Se cere: 

°. Aria trapezului limitat de dreptele (PQ), (A), aza Oz şi para- 
dela dusă la (PQ) prin punctul unde (A) taie axa Oy. 

2°. Ecuația dreptei simetrică cu (PQ) faţă de dreapta (A). 
3”. Ecuația cercului tangent în Q la dreapta (PQ), şi cu centrul pe 
(A). 
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RP s P3r+2y—6=0; 8 22 + y?) — 3e — 10y + 8 = 0. 


40. Dreapta 3x — 4y + 71 = 0 este tangenta unui cerc în punctul 
A de abscisă x = 3. Se cere: 


1°. Să se determine ecuația cercului știind că el mai trece şi prin 
punctul B(15, 4). Sá se afle elementele cercului astfel determinat. 
9 v 


d se găsească ecuația unui alt cerc cu centrul în origine si tangent 
cu cercul de la 1°. 


3. Să se scrie ecuația tangentei comune celor două cercuri în punctul 
lor de contact, 


R: 4%. Ordonata punctului A se determină înlocuind în ecuaţia dreptei pe 
z Cu 3; se obţine y = 20. Ecuația cercului este de forma 


z? + y? — 2ax — 2by + e = 0; (1) 


scriind că cercul (1) trece prin punctele 4(3, 20), B(15, 4) si că distanța de la cen- 
trul cercului C(a, b) la dreapta | 


3x — 4y + 71 = 0, i (2) 
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este egală cu raza, se obține cercul 
z? + y? — 182 — 24y + 125 = 0. (3) 
Centrul acestui cerc este în C(9, 12), iar raza este egală cu 10. |, 
Se verifică uşor că dreapta AB este diametru în cercul C (coeficientul unghiu- 
lar al acestei drepte şi cel al dreptei (2) verifică relaţia 1 + mm, = 0). 
o. Ecuația unui cerc cu centrul în origine este z? + y? = at; determinăm 
pe a scriind că distanţa centrelor celor două cercuri este egală cu suma razelor; 


rezultă a, = 5 dacă cercurile sînt tangente exterioare şi as = 25 dacă cercurile 


sînt tangente interioare. o Ñ 
3°. Tangenta comună celor două cercuri în punctul lor de contact este axa 


radicală a celor două cercuri, adică dreapta 3z + 4y — 25 = 0 pentu a, = 5 
si 3x2 + 4y — 125 = 0 pentru a = 25. 

41. Într-un cerc se duce un diametru fix AB si o rază OC. Se duc 
cercurile AOC şi BOC. 

Fie D şi E respectiv centrele lor si M punctul de intersecție al drep- 
telor AD si BE. Sá se arate că: 

19. Punctul M este pe cercul dat. 

2. CM este paralelă cu AB. 

32. 0, C, D, E, M sint pe 
acelaşi cerc. 

R: Fie z? + y?— r? = 0 ecuaţia unui 
cerc cu centrul în origine si C (a; Vrz—a2) 
un punct oarecare de pe cerc (fig. V.41). 
Mijlocul dreptei OC are coordonatele 


% 2 — g? » 
z=: Y= E] iar mijlocul lui OA 


r 
are coordonatele z = ta Ape 0. Perpen- 


diculara pe mijlocul lui OC are ecuaţia 
TET. x e | 
= g — —]i” Fig. V.41 


2 yr? — g? 2 


Intersecţia acestei drepte cu -perpendiculara pe mijlocul lui OA (cu 


dreapta z ==, ne dá coordonatele centrului D al cercului 4A0C; obţinem 


r > I|lr—a ue y i. FAR a 
D (2, 3 |: + z), Asemănător se găseşte punctul Æ (l-4. e) 


e. 
z y 4 
. 5 0 
3cuatia dreptei (AD): dl ESA o 
l EL | r— a 
2 2 I + [4 1 
x — A 
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> 


Asemănător găsim ecuaţia dreptei: 
WE): a |- s tr HH o. (2) 


r—o0u Pa Oh 


Este vizibil că dreptele (1) şi (2) sînt perpendiculare şi prin urmare punctul lor 
de întîlnire se va găsi pe cercul cu centrul în O. Rezolvarea sistemului format de 
ecuaţiile (1) şi (2) dă coordonatele punctului M de intersecţie al dreptelor AD si 
BE; fără nici o greutate (prin adunarea ecuaţiilor) se obţine z = — « şi y = Vri—ae, 
adică M este simetricul C faţă de axa Oy. 

2°, Punctul M avind aceeaşi ordonată cu punctul C, dreapta CM este paralelă 


cu Oz şi deci cu AB. . 
3°. Ecuația cercului OCM (cu centrul pe Oy) este de forma 


a? + pp — 2by = 0. (3) 
2 
Punînd condiția ca cercul (3) să treacă prin C se obţine b = zy — si 
2 fria 
ecuaţia (3) devine 
p2 
z? + y? — —— y=0. 4 
+ y == Y (4) 


Înlocuind în (4) coordonatele punctelor D si E se va constata că acestea veri- 
fică ecuaţia cercului OCM. 
42. Se dă dreapta D care intersectează axa Ox în punctul A si a 
cărei ecuaţie este: 
4x — 3y = 12. 


19. Sá se găsească ecuația cercului tangent axei Oy şi dreptei D în 
punctul A si avînd centrul în primul cadran. 

2°. Sá se găsească lungimea corzii care uneşte punctele de tangenţă 
ale cercului cu axa Oy și dreapta- D. 

3°. Sistemul format de dreapta D și cerc se roteşte în jurul diametrului 
cercului care trece prin punctul B de concurenţă a dreptei D cu axa Oy. 
Sá se calculeze volumul cuprins între sferă şi conul tangent sferei, generat 
de tangenta la sferă ce trece prin B. 


10% 5503/10) 
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43. Se consideră cercurile T ; x? + y? + Ax — (34 + 10)y = 0, unde 
2, este un parametru variabil. 

1°. Sá se`arate că aceste cercuri trec prin două puncte fixe. 

2°, Sá se găsească locul centrelor cercurilor T. | 

3". Sá se calculeze aria triunghiului ale cărui virfuri sînt cele două 
puncte fixe și centrul aceluia din cercurile care trece prin punctul A(—4, 1). 

R: 1°. Ecuația cercurilor T se mai scrie și sub forma e + y? — 10y + 


+A (x— 3y). Punctele fixe prin care trec aceste cercuri se află rezolvind 
sistemul z — 3y = 0, z? + y? — 10y = 0. | 


B: 1° z? + y?— — 2y + 1 = 0; 2, AD = V10; Y = 
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Se găsesc punctele P,(0, 0) si P, (3, 1). 
2”. Locul centrelor cercurilor T se află eliminind à între 


34 + 10 
2 


= —2 și y= + Locul este dreapta 3x4 y — 5 = 0. 


3°. Punind condiţia ca unul din cercurile T să treacă prin punctul A(—1, 1) 
se obține A = —2., 3 E 

Centrul cercului corespunzător acestei valori a lui A are coordonatele z = t 
y = A [3 


Aria triunghiului este = 


44. O dreaptă PQ de lungime constantă l se sprijină pe laturile 
OA şi OB ale unghiului AOB, P fiind pe OA şi Q pe OB. ~ 
„_Se cere locul geometric al punctului de intersecţie al perpendicularelor 
ridicate în P pe OA şi în Q pe OB, cînd PQ variază ca poziţie. 
R: Se iau ca axe de coordonate bisectoarele unghiului 40B. Ecuațiile drep- 
telor OA şi OB sint: (OA) : y = az; (OB) : y + az = 0. 
22(1 + a2)? 
4a? 
45. 1°. Să se scrie ecuația unui cerc C care trece prin originea axelor 
de coordonate şi prin punctele P(1, 1) gi A(«, 0). 
2°. Să se arate că centrul cercului C descrie o dreaptă, cînd A se 
deplasează pe Ox şi că tangentele la cerc în O şi P sînt concurente pe această 
dreaptă. 
3”. Să se calculeze unghiul dintre tangentele de mai sus si să se deter- 
mine cercul C pentru care acest unghi este 45°. | 


R: 1%. Ecuația cercului C este 


Locul geometric este cercul gz? + y? = 


x? + y? — az — (2 — a) y = 0, (1) 
centrul fiind în C [3.2 =] | ' 
2°. Eliminind pe a între coordonatele lui C se obţine dreapta z + y=1 jante 
lelă la bisectoarea a doua a axelor de coordonate). Tangenta la cercul (1) în O este 
az + (2 — a)y = 0, € (2) 
iar tangenta în P(1, 1) este 
] (2 — az + ay — 2 = 0. (3) 


Pentru a arăta că dreptele (2), (3) si x + y = 1 sînt concurente, trebuie arătat 
că determinantul l 


2-0 u — 2 
A=l« 2 —0 0 | este nul (condiţia de compatibilitate a siste- 
4 y — 1 | 


mului respectiv), ceea ce se dovedeşte cu ușurință. 
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3. Unghiul format de dreptele (2) si (3) fiind y, avem 
2(a — 1) 
alu — 2) i 
Punînd condiţia în (4) ca tg ọ = 1 se obținea = 2 + / 2. 
46. Se dau dreptele (D,):2x + ý — 32 = 0, (Da) :5x + 3y — 
— 3 = 0, (D;) : y — p = Q si punctul N(6, 4) și se cere: 


1°. Ecuația dreptei (D) ce trece prin intersecția dreptelor (D,) şi 
(D,) și prin punctul N. | is 

2". Ecuația cercului circumscris triunghiului format de dreptele 
(D,), (D3) şi aza Oy. q, 

3”. Locul centrului cercului de mai sus cînd p variază. 

Rya ES (Dı) N (D) dă z = 3, y = — 4. Ecuația dreptei (D) este 8x — 3y — 


tgọ = (4) 


2°, Ecuația cercului circumscris triunghiului format de dreptele (D,), (Da) 
şi Oy se află calculind mai întîi punctele comune acestor drepte; găsim A(0, p), 


z| =, »), C(0, 2). 


. .. . A 2— p p + 
Centrul cercului este pe mijlocul lui BC avind t= = 


BC 
fiind ES 


Po 2 — py Jl e a 5 i . 
Dar BC = Fel +(2=pP? == V5 şi deci ecuaţia cercului 
este: 


— pj? 2y2 2 — m2 
(= - i 4 >) + [e E E = 5 % >) sau, efectuind calculele, obţinem 


9 


— s — (p + ly + 2p = 0. (+) 


at + y? — 


8”. Locul centrului cercului (*) se aflá eliminind y 


Ae 9 
tele acestuia, adică între x= = P y = p t = 


ariabila p între coordona- 
; găsim dreapta 22 + y — 
—2 = 0, adică tocmai dreapta D, ceea ce era de prevăzut, triunghiul BAC fiind 


dreptunghic oricare ar fi p și deci centrul cercului respectiv se găseşte mereu pe 
ipotenuza BC, adică pe (03). 


„47. Se consideră un sistem de axe ortogonale xO 
taie pe Ox segmentul OA = a, tar pe Oy segmentul O 
Prin mijlocul C al lui 
în D și pe Oy în F., 


1°. Sá se demonstreze că patrulaterul BODO este inscriptibil, 
2°. Să se arate că dreptele BD şi AF sint perpendiculare. 


3. Sá se calculeze în funcţie de a şi b volumul corpului generat de 
linia poligonală BA DF ce se roteşte în jurul lui BF. N 


y şi o dreaptă care 
B = b, unde b< a. 
AB se duce perpendiculara pe AB care taie Ox 
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4. Raportindu-se planul la reperul xOy, să se scrie ecuaţia dreptei 
CD şi sá se găsească locul geometric al centrului cercului circumscris triun- 
ghiului BOD, atunci cînd A este fix, iar B parcurge dreapta Oy. Sá se 
indice natura locului. 


A [N s j a&b Jab 
R: 1°. Ô = BCÒ = 90°; 2 mar: mpo ==> [a = El E 
o a (— aê + 11atb? — 3a?bt 4- d); 4° (CD): 2ax— 2by — a? + b? = 0. 
Locul geometric este parabola y? = — Z + Zo 
a 


48. Se dau punctele A(a — b, b—c) B(b—c, a— b) şi se cere: 

1°. Sá se găsească tăieturile dreptei AB pe azele de coordonate. Ex- 
plicafie. 

2. Să se calculeze analitic aria triunghiului format de túieturile 
dreptei pe axe şi dreapta AB (prelungită). 

3”. Condiţia ca aria de la 2? să fie nulă. Ezxplicaţie. 

4”. Ecuația cercului AOB, O fiind orginea axelor de coordonate. 

5”. Tangenta la cercul de la 4 în O. 

R: 1”. Ecuația dreptei AB este z + y — a -+ c = 0 tăieturile fiind z = y = 
= a — c. Punctele A şi B fiind simetrice față de prima bisectoare, dreapta AB 


e perpendiculară pe această bisectoare şi în consecință tăieturile pe axe sint 
egale. 


2° — 3°. Aria triunghiului AOB este S => (a — c)? şi condiţia ca această 
arie să fie nulă este a = c; în acest caz dreapta AB este chiar bisectoarea a doua 


a axelor de coordonate. 
4°. Ecuația cercului AOB este de forma z? + y? — 2ag — 2a = 0 (centrul 
acestui cerc fiind pe prima bisectoare). E 
Punînd condiţia ca acest cerc sá treacă prin A(a — b, b — c) se gáseste: 
A 0 il La 
2(a — c) 


5”. Tangenta în O la cercul de la go este bisectoarea a doua, ceea ce era de aste : 
tat, dat fiind că centrul cercului se află pe prima bisectoare. iba 


49. Se dau două cercuri tangente în O. Prin O se duce coarda OM 
în primul cerc și coarda ON în cel de al doilea cerc, Presupunind că aceste 
două coarde se rotesc în jurul lui O ráminind mereu perpendiculare, se 
cere: 

4°. Locul geometric al proiecției punctului O pe MN. 

2°. Locul geometric al mijlocului lui MN. 

3”. Locul geometric al centrului de greutate al triunghiului OMN. 

' R: Se iau ca axe de coordonate linia centrului şi tangenta comună. 

Locurile geometrice sînt cercuri, 


/ 
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50. Se consideră punctele C(2a, 0), C'(0, a) (fig. V.50) si se cere: 

19. Sá se scrie ecuaţiile cercurilor cu centrele în C, C' şi tangente 
respectiv axelor de coordonate. 

22. Sá se calculeze punctele comune celor două cercuri. 

3°. Sá se scrie ecuaţiile tangentelor comune. 

4”. Presupunind a variabil, să se găsească locul geometric al centrului 
de greutate al patrulaterului for- 
mat de punctele de contact ale tan- 
gentelor comune cu cercurile date, 
cînd a variază. 


R: 1°. Ecuațiile celor două cercuri 
sint 


(C): z? + y?— taz=0, (1) 
(0): z? + y? — 2ay = 0. (2) 


2°, Axa radicală este „dreapta 
2ay = baz sau 


y = 2x. (3) 
: Se rezolvă sistemul (1), (3) i se 
e PE găseşte ,=0, y =0; a Ya cl 


3%. O tangentă comună este dreapta y = 2a; punctele de contact ale acestei 
drepte cu cele două cercuri sînt 7,(0, 2a), T¿(2a, 20). 
Fie 
y =mzx +n, . (4) 


cea de'a doua tangentă comună. 
Scriind că distanţele centrelor C, C’ pînă la dreapta (4) sînt egale cu razele 


cercurilor respective, avem: 


2am-+n ia tă st a ma IRI (5) 
+Vm+i "m4 1 


Din relaţiile (5) deducem (mai întii prin împărţire şi apoi substituție) 


m = -4 şi n = 2a; deci (4) devine 


9 
ya = dia— | (6) 


3 3 


aceasta fiind cea de a doua tangentá la cercurile C, C”. 
4°. Punctele comune ale dreptei (6) cu cercul (C) şi (c°) 

cesiv sistemele formate din ecuațiile (1) si (6), (2) şi (6). 
2a __6a ha 2), 


Cf) se află rezolvînd suc- 
Obţinem punctele 


Til- — |» 4 E OB 


5 9 5 


- senm, Y 
A EN 
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Coordonatele centrului de greutate*) al patrulaterului 7,T,T,T, sînt: 


9 

TEE Pa PP, 
= 5 5 2a 
a! 1 TE 4 = — o 
5 

9 

dpi PAN 2 
5-0. ka 


şi eliminind pe a obţinem y = 2x, adică tocmai axa radicală a celor două cercuri. 
51. Se dau punctele A(0, 4), B(3, 5) şi dreapta 3x + 2y — 10 = 0 

şi se cere: | 
1°, Ecuația cercului ce trece prin punctele date şi are centrul pe dreapta 


dată. 
22. Ecuatia tangentei la cerc în B. 
3. Aria triunghiului avînd ca virfuri: originea, punctul A şi centrul 


cercului. 
4°. Locul mijloacelor coardelor variabile ce trec prin punctul B. 


5°, Solutia de la 4° pe cale geometrică. 


R: 1°. Ecuația cercului este de forma: z*+ y? — 2ax — 2by + c = 0; 
punind conditia ca cercul să treacă prin A şi B 51 apoi scriind că a, b verificá ecua- 
1, c = —8. Ecuația cercului este 


tia 3x + 2y — 10 = 0 se găseşte a ge și b = 


deci 
16 
app y 80. 


—: 63 = 0. 
A a Pe i 8 16 

3°. Aria triunghiului cu virfurile în O, A şi des 4 | este ză 

n al doilea punct în care o secantă variabilăce t 


i BM are coordonatele z = 


2. Tangenta în B are ecuaţia æ + 12y 


4°. Fie M(x, B) u rece pun 
B(3, 5) intersecteazá cercul (1). Mijlocul lu 


2y — 5. Scriind că « şi B verifică 


YT La că de unde rezultă « = 22 —-3 şi 6 = 
a a tă 16 
i a _ — (27 — — 22y — 5)— 
ecuația cercului (1) avem (2x — 3) + (y — 5) A (2x — 3) (2y — 5) 
17 Ml 
ele obţinem cercul s? + y? — za z—6y + 13=0. 


g = 0, sau efectuînd calcul ¡ 
ariabile ce trece prin B este 


Altfel. Ecuația unei secante Y 
y -—5=Mz— 3), 


*) Centrul de greutate al patrulaterului coincide cu mijlocul segmentului 
care | nege mijloacele diagonalelor, | 
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Eliminind pe y între (1) si (2) obţinem ecuaţia 
8 
(1+ dear e at 92043 0, (3) 
Fie z1, z, rădăcinile acestei ecuaţii; coordonatele mijloacelor coardelor varia- 
bile ce trec prin B sînt: 
+ aa 92 — 10048 o pi te Ama 34 54 Me 3) +5 


= 3 


2 3(1 +2) 2 2 
32 — A+ 15 
i aa (3) 
3(1 + 2) 
Eliminarea lui A între relaţiile (3) se face luînd ca necunoscută auxiliară 
a=»X2-+ 1. (4) 
Înlocuind (4) în (3) şi rezolvind în raport cu A si æ se obţine 
: 9 ELA 
i K SE. AIRES VINERI, E Del EL (5) 
d: | 3(x — 12y + 9) x— 12y + 9 
Înlocuind (5) în (4) şi efectuînd toate calculele obţinem cercul 
eya 6y+ 13 = 0. (6) 


e” 5”. Locul mijloacelor coardelor variabile ce trec printr-un punct fix situat 
| pe un cerc (C) dat, este un alt cerc tangent interior cu (C) şi trecînd prin punctul 
fix şi centrul cercului (C) şi avind raza egală cu jumătate din aceea a cercului (C). 
52. Fie A și A' două puncte simetrice față de originea O a sistemului 

de axe rectangulare xOy, aşezate pe axa Ox. Prin A se duce o dreaptă AA” 

care face cu Ox un unghi O variabil, iar prin A’ o dreaptă A'M” care 

face cu perpendiculara dusă prin A” pe AA”, un unghi de 45°. Să se 


F afle: | 

la 1°. Locul geometric al punctului M, intersecţie a dreptelor AA” 
y si A'M”. 

1 2°, Ecuația tangentei dusă în punctul A al curbei obținute la 1°. 


3”. Ecuația unei tangente paralelă cu dreapta al cărui coeficient un- 
: ghiular este m = tg 60°. 

TOR „Rs 1°. Notăm AA’ = 2a, tg 0 = à şi cu P piciorul perpendicularei coboritá 
ES din A” pe AA”. i 
jpe Triunghiul A'MP fiind dreptunghic în P, avem << 4'MP = 45°. Unghiul 
pe care dreapta A'M îl face cu direcția pozitivă a axei wa”, este egal cu (0 — 45°). 
tg9—1_ 


tg0 + 1 
„ Ecuațiile dreptelor AM gi A'M sînt deci y = Ma — a) şi respectiv 


Coeficientul unghiular al dreptei 4'M”” este deci m = tg(0 — 45%) = 
A — 1 
al 


= 
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i de 1 
OEA 
z? + y? — 2ay — ar = 0 (1), adică un cerc cu centrul în C(0,a) si R, = aVF. 

Prin A” mai trece o dreaptă care face cu A’P un unghi de 45°, aceasta fiind 
perpendiculară pe A'M’” şi care taie dreapta AA” în M’. Procedind analog ca 
mai înainte aflăm locul lui M’ care este cercul a? + y? + 2ay — a? = 0. (2) 

Cercurile (1) şi (2) sînt ortogo- 
nale (fig. V.52). 

9%, a2—y— a=0, ki 

3°. V3 — y + a(1 F 2/2) = 0. 


53. În sistemul axelor de co- 
ordonate xOy se iau punctele 
A(a, 0), A,(—a, 0), B(0, b). 

19, Să se scrie ecuația cercu-. 
lui AAB. 

22. Pe cercul de la punctul 1* 
se consideră un punct variabil M. 
Să se afle locul geometric al orto- 
centrului triunghiului AMA,. 


3”. Locul geometrie al centrului 
de greutate al triunghiului AMA,. 


R: 1”, Ecuația cercului este de 
forma z? + y? + ny + p = 0. Scriind 
că trece prin A(a, 0) si B(0, b) re- 
zultă imediat: | 


(z + a). Eliminarea lui A între aceste două ecuații conduce la 


o 


no al — b? 
PANA A Fig. V.52 


Altfel. Ecuația cercului 44,B este datá de 


ty a yii 
2 
Asa a a 0 1 M 
a? —a 0 1 
b? 0 b1 


Se scade linia a doua din prima, a treia din a doua si ultima din a treia; se 
obține un determinant de ordinul trei care se dezvoltă după elementele liniei a doua; 
se găseşte | 

2 2 _— 3 
gr oi pg atm 0 (1) 


2°, Fie M(x, (2) un punct variabil pe cercul (1), Coeficientul unghiular al dreptei 


AM este m = 


; perpendiculara din M pe Oz are ecuaţia x=. 


Ed 


au — u 
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Ortocentrul H se găseşte la intersecţia perpendicularei din A” pe AM, 
“2 lg + a) cu dreapta x = q, iar locul lui H se obţine eliminind pe « si 


Y = 
£ între coordonatele lui 4 (sau între ecuaţia dreptei AM gi x= «) şi relaţia 
at — pp? 

b 


al B? + B— a [= 0, (2) 


(punctul M se află pe cerc). Se găseşte cercul 


a? — b? 


s? + y? — 


y—a=0 (3) 


al cărui centru este simetric faţă de Oz cu acela al cercului de la punctul 1°. 
3. Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului AMA, sînt zg = = 


w=» iar locul se află eliminînd pe « si B între acestea gi (3). Se găseşte 
a? — b 


cercul z? 2 
z* + y? + y: 


2 - 2 
y— E = 0, ale cárui elemente principale se pot 
deduce din acelea ale cercului (1). 
y 54. În sistemul axelor de coordonate 
rectangulare xOy, pe cercul cu centrul 
in O şi raza egală cu R, se ia un punct 


fix A pe Oz şi altul mobil M. 
19. Sá se scrie coordonatele lui M în 


, N 
Ñ funcție de unghiul « = AOM şi să se 
YA TNA: afle locul geometric al ortocentrului H al 


UI T triunghiului AOM. 
j 2°. Să se studieze și să se reprezinte 
grafic locul de la punctul 1°. 


R: 1°. M(R cosa, Resina), locul este dat 
de ecuația z(z2 + y?) — R(x? — y?) = 0 care se 


mai scrie şi sub forma y = + 2 ii şi 


care reprezintă strofoida dreaptă. 
2°, Tabloul de variaţie este: 


1 = | 

—R 0 z Ri + Y 5) +R 
+ + 0 - = 
—0co A 0 A max W 0 
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55. Prin punctul M(2, 2) se duc două drepte perpendiculare variabile, 

care taie axele de coordonate în punctele A, B si A”, B’. 
o > 4 =~ . . . 

„19. Să se calculeze coordonatele centrelor de greutate G, gi G, ale triun- 
ghiulut AMA” şi BMB?. 

2. Să se demonstreze că dacă m = 2, triunghiul MG,G, este dreptun- 
ghic și 1soscel. 

3”. Pe segmentul de dreaptă G,G, se definește un punct P prin relatia 


Da. pm 3 A A . 
G,P]PG, = y 3 să se afle locul geometric descris de punctul P cind 


dreptele perpendiculare se rotesc în jurul punctului M. 
R: 1%. Ecuațiile celor două perpendiculare ce trec prin M sînt (AB) : y — 2 = 


pi i ST En 3 
= Xe —2) si (48:92 = — (o — 2); rezultă A 2,0), B(0, 2-2), E 
2 py 

AAH 2, 0), 20, 2) si a Pp AAA A e UCI A E 
A 3A 3 32 at 

REE LS 2 2 EN 

2°, Cind mya’ = 2, A= Pr deci G,|3, 3)“ [5> 1) Y 

= | 


Rezultă că triunghiul MG,G, este dreptunghic în M(MG, | MG,) şi isoscel 
(MG, = MG,). | 5 
8”. Pentru aflarea coordonatelor z, y ale lui P se folosesc formulele: eL: 
a ata E EE tas O PS e A he 
A 1+k 1+ k 2 
i (21, Ya), (£2, ya) fiind coordonatele lui G, si G+. Distanţa MP fiind fixă, locul 


z= 


lui P este un cerc cu centrul în Af şi raza egală cu MP = pa . 


56. În sistemul de două axe rectangulare xOy se consideră punctele P(0,1) 
şi A(2,1). Prin A se duc două drepte, una care întilneşte pe Oz în B(1,0) iar 
cealaltă este perpendiculară pe AB si intersectează axa Ox în C. Se cere: 

A. Ecuația cercului care trece - 
prin P, B și C. | y 
2°. Notind cu M punctul de inter- 
secție al cercului de la 1°, cu dreapta 
care unește punctul P cu proiecția lui 
A pe Ox, să se găsească locul geometric 
al punctului M, cînd P descrie axa Oy. 
Sá se găsească elementele locului 
obținut. 
R: 1°, z? + y? — hz — 4y4+3=0. 


2°. Cercul z? + y? — Ža +5=0 cu 


9 ; 
centrul în (7 , o) ȘI raza egală cu 1/4 i 
(fig. V.56). Fig. V.56 -n AARI 


23 — Culegere de probleme de matematică 


£ n 


REEE S AAE NSAR B. EN 


PETE SA 
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57. Se dau două cercuri Cı, Ca tangente în origine şi așezate în dreapta 
axei Oy, avind razele rı, ra. Se cere: 
1*. Coordonatele punctelor M şi N unde o dreaplă variabilă ce trece 
prin origine taie respectiv cercur ile C,, Co. 
EZ 22. Sá se arate că tangentele in M şi N la cetera respective 
sînt paralele. 
3°. Locul geometric al mijlocului segmentului MN. 
4°, Solutia geometică peniru locul de la 8. 
; R: 1% Ecuațiile celor două cercuri sînt: 
(Ci) : 2? + y? — 2r,x = 0, (Ca) : 2 + y? — 2r = 0. 
í A Dacă y = mz este ecuaţia dreptei variabile ce trece prin originea axelor 
+ de coordonate, coordonatele punctelor M şi W (diferite de originea axelor) 


2r, 2mrı 2r, 2mra 


sînt z, = —— Va , Ty 1 . 
M 14m? M 1+m? x 1 Emi TN l+m? 


Tangenta în M la cercul C, este 


j 2r, 2mry 2r, | 
z + — y —rijr+—|=0 1 
im ~ 1-4pm? d : 1+ =) i i (1) 
iar tangenta în NV la cercul C, este 
2ra z- re Y — Ta (= 4- a = 0, (2) 
4 +m* 14m? 14m? 


mi— . 
lar acela al tan- 


Coeficientul unghiular al tangentei (1) este m,, = 
a ' M 2m 


2 
gentei (2) este my = ak ! , ceea çe arată că cele două tangente sînt paralele. 
2m i 
3°. Coordonatele mijlocului P al segmentului MN sînt xp = am , YP= 
i m 


A mir, + ra) 
1 + m? 


. Eliminarea lui m între aceste două coordonate conduce la locul 


z? -+ y? — (r, + roz = 0, ce reprezintă un cerc cu centrul în Cy Pr cd , o). 


ei 


°, Solutie geometrică pentru punctele 2* şi 3°, Din figura V.57 se observă că 


Ba v 


« 
Ary 
4 
? 7 
ds € 
n SFA + 
E tăi 
i . 
: 
pa îi 
i 
e 
i 
. 
CAR 
` + 
SE. > 
dis 
E y 
y 
à 4 
* 


$ 5 triunghiurile OC, M şi OCN sînt isoscele şi prin urmare unghiurile OMC, şi ONC: . 
qe sînt egale si deci si unghiurile 0MM,, ONN,, sînt egale. Rezultă că tangentele 
i) MM,, NN, sînt paralele, 
ME) asa 

. / 


à 

£ 
r P 
n_a 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Figura C,MNC; este un trapez; PC, este linie mijlocie in acest trapez si 


RR 7 C N r EN i | 
avem PC; = Cı M - en Ae ni 2 = const. Rezultă că locul lui P este un cerc 
i Y To 
cu centrul în C, si cu raza egală cu 2 t 2 


Fig. V. 57 


58. Se dau ecuațiile 


a? + y? — ár = 0, 2 +y? +20=0. (1 


1°. Fie C,, Ca centrele cercurilor (1). O secantă variabilă dusă prin 
originea axelor de coordonate taie aceste cercuri in M, și Ma. Să se 
scrie ecuaţiile dreptelor M,C,, M,C. 

2. Sá se găsească locul geometric al intersecţiei dreptelor de la 1°. 


R: 1. Cele două cercuri au centrele în C,(2, 0) şi Ca(— 1, 0) şi razele r, = 2, 


Pa = 4, 


AA 
M po 1 = 0, 
( 1 Ca): - 2 -[— A A i Y PM 
M,C = 0. 
( 1) : + y + IFR 
2°. Locul este cercul a? + y? -+ 80 -+ 12 = 0 cu centrul in (—4, 0) si raza 


egală cu 2. C simetricul cercului (e) faţă de cercul (Ca). 


23x | 1255 


" - $ 
Èrash, 
A A — 


m PA A 
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59. Fie C,(a, 0) centrul cercului (C,) tangent axei Oy şi Co(0, b) 
centrul unui al doilea cerc (C,) tangent axei Ox (a > b). 

"Prin originea O a axelor de coordonate se duce o dreaptă variabilă . 
(D) care taie cercurile (C,), (Ca) în A, și Ay. Se cere: 

19. Sá se afle locul geometric al punctului M de pe segmentul A,A, 
definit prin relația MA, MA, = k. 

20, Sá se demonstreze apoi că punctele Ci, Ca, Ca — unde C, este cen- 
trul locului de la 1° — sint colinare. 

3°. Să se calculeze lungimea segmentului A, A, în funcţie de coeficien- 


PN i 
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„anl unghiular al dreptei (D) și apoi sá se determine acest coeficient unghiu- 


„lar astfel încît să avem A,A, = l (l fiind o lungime dată). 


R: 1%. Ecuațiile celor două cercuri sînt: (C,) : 22 + y? — 2ax = 0; (Ca) : z? + 
+ y? — 2by = 0. 

Fie y = àz dreapta variabilă ce trece prin O. : 

Coordonatele punctului A, sînt soluţiile diferite de zero ale sistemului: z? + 
57 


2a 


? — 2az = 0, y = x, unde gz = şi y = ; iar coordonatele lui A, 
+y ne pa? TE 2 
sint soluțiile diferite de zero ale sistemului z? + y? — 2by = 0, y = hd, 
` 2bA , 202 
unde z = și y = , 
2 + 1 +44 
Coordonatele lui M sînt: 
2(a — bk» . Dia — bk 
Ara Zla bk?) es ba n bk?) i (1) 
(42 + 1)(1 — k) (22 + 1)(1 — k) 


Locul lui M so află eliminînd pe 2 între coordonatele (1). Se vede uşor că 
2 = y/x, valoare care înlocuită în oricare din relaţiile (1) conduce la ecuaţia 


ar bky | 
at + y? — 2 2 —=0 2 
d 1— k 1—k A (2) 
. ¿ E % $ a bk 
care reprezintă un cerc cu centrul în punctul C, NA TET E 
—k —k 
2°. Pentru ca punctele C,, Ca, Ca sá fie coliniare este necesar ca 
a 0 1 
0 b 1 Sr 
A = = 0, ceea ce se dovedeşte cu uşurinţă. 
a bk | 


1—k a 


Se mai poate dovedi coliniaritatea celor trei puncte arátind că coordonatele 


„lui C verifică ecuaţia dreptei (4,43); E +5 — 1 = 0, ceca ce nu prezintă nici 
e 


o dificultate. 
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3°. Lungimea segmentului A,A, este dată de relaţia: 


AA: 2a 2 y 20) 2a)? a 
Za [ara + [etate 
22-14 A+ 1 2 +41 22 4-14 
zy ta — ba 
făcînd calculele, rezultă: A,A, = ta ) f 
EE 


Scriind că 4,4, = l se obține: 


hab + 1/4(a? 402)—1 
4b? — p ' 


M2 a 


60. Se dau două cercuri de raze R gi r, tangente în origine la aza Oy 
si așezate de aceeași parte a acestei axe. 


Prin originea azelor se duce o dreaptă care mai taie pe fiecare din cele ` 
două cercuri respectiv în punctele A si B. 


1°. Să se scrie ecuația cercului care are ca diametru pe AB. e 
2°. Care este ecuaţia cercului ce se obţine cînd dreapta dusă prin origine „Să 


face cu Oz un unghi de 45°? Dar cînd această dreaptă face cu Oz un unghi x 
de 60°? Care sînt razele acestor cercuri în aceste cazuri? e 
3. Care este ecuaţia dreptei dusă prin origine, pentru ca cercul cu SĂ 
diametrul AB să fie tangent azei Oz? i 
4%. Sá se găsească locul geometric al centrelor cercurilor cu diametru > 
AB atunci cînd dreapta de la 2° se rotește în jurul originii. Care sînt ele- | 
mentele acestui loc? Se poate lua R =3 gsir=1. “3 
R: 1°. Ecuațiile celor două cercuri sint: z? + y? — 2Rx=0, z? + y? — > 
— 2rx = 0; ecuaţia dreptei variabile este y = Ax. Coordonatele punctelor A şi . 
f 2R ¿RA . , 2r 2rà `. A 
B sînt respectiv z = y y=-— six = y= iar ecuația 
A y 1402 1+ x 1-42 142% 
cercului cu diametrul AB este l 
9 2 i 
ET EE UREA, (1) 
1. 4. A2.. 14 14 
2°. Pentru à = tg 45° = 4, (1) devine i 
z? +- y? — (R + riz + y) + 2Rr = 0, (2) 


raza acestuia fiind E (R — r) iar cind à = tg.60° =/3 , (1) devine 


at yt = E (nel (m4 ny + R= 0, (3) 


/ 
. .. 1 
raza acestui cerc fiind — (R — r), 
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$ 4 
t 
f 


o dle valea e 
A a 2 
4 p 
V- 
- . P 


> ye 


rr a er corr aa E 
P 5 > - y 


1 Rr 
3”. Avem două drepte y = + — ——2. 
rS 2 YRr 
4%. Cercul z? + y? — (R + rjx = 0, adică un cerc cu centrul pe mijlocul 
distanței centrelor cercurilor de Ja 1°. 


61. Se dau în același plan o dreaptă (D) și un cere (C). Dintr-un 
punct variabil M de pe dreapta (D) — ca centru — și cu o rază egală 
cu lungimea tangentei dusă la cercul (C) din M, se descrie un alt cerc (C”). 

Să se arate că cercurile (C') au aceeași axă radicală. i 

R: Se ia dreapta (D) ca axă Oy si perpendiculara din centrul cercului (C) ca Oz, 
fig. V.61. Fie M(0, A) punctul variabil situat pe (D). Ecuațiile celor două cercuri 
sînt: (C) :<? + y? + 2az + b= 0, (C'):z?+ (y — 2) — (3? + b) = 0, sau 
dezvoltind ultima ecuație se obţine (C”) : a? + y? — 22y — b = 0. Se va observa 
că raza cercului (C”) este egală cu puterea lui M față de (0), adică avem 
MT =X + b. q 

Se verifică ușor că cercurile (C”) trec prin punctele de intersecţie ale cercului 
a? + y? = b cu axa Oz. 


Pig. V.G | Fig. V. 62 


62. Se consideră cercurile variabile ce trec prin două puncte fixe A, 
B. Fie CD polara unui punct fix P în raport cu unul din cercurile 
variabile. 

Insemnind cu E centrul unuia din aceste cercuri, să se găsească locul 
geometric al intersecţiei dreptelor CD şi EP. 

R: Se ia ca axă Oz dreapta AB, iar ca Oy perpendiculara pe mijlocul lui AB. 
Se notează A(a, 0), B(— a, 0), E(0, A), P(p, q), unde 2 este un parametru variabil 
fig. V. 62). , 
j; P este cercul pa? + py? — (p? + q? + aña + ap = 0, cerc care 
are centrul pe Ox, trece prin P gi nu taie axa Oy. 
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63. Fie M un punct variabil al unui cerc de diametru AB, cu centrul 


în O. i 
4°, Sá se scrie ecuaţiile cercurilor circumscrise triunghiurilor AOM 


şi BOM. 

2. Să se arate că produsul distanțelor centrelor P si Q ale acestor 
cercuri la dreapta AB este constant. 

3°. Să se afle locul geometric al punctului de intersecție al dreptelor 
AP şi BQ. 

R: Se ia AB ca axă Oz şi perpendiculara în O ca axă Oy. Se notează 
DA = 2a, Mía, B) cu a? + B? = 4a?, Pla, 2), Q(— a, u). 


Fig. V. 64 


1*. Ecuațiile cercurilor AOM, respectiv BOM, sînt: z? + y? — 2ax — 2y = 
= 0 ȘI az? -- y? + 2az — 2uy = 0 cu condițiile a? + ga — %ax — 228 e 0, 
) ena 
a? + PP + Las — 24B = 0, a? + P? = ha?, de unde rezultă A = a 2 A 
p = a(2a + 0) , 4 
P 4 
99. Au= a?. 9%, q? A+ y? = 4a?. 


64. Într-un cere cu centrul în O (0, 0) si cu raza 2a se duce diametrul 


AB. Se consideră un al doilea cere C cu raza a, care are centrul pe dreapta 


359 


í 


CE Scanned with OKEN Scanner 


y = a si se determină punctul P de intersecţie al coardei comune acestor 
două cercuri, cu perpendiculara dusă din C pe diametrul AB. Se cere: 
19. Ecuația axei radicale a acestor două cercuri. 
22. Sá se scrie ecuaţia locului geometric al punctului P cînd cercul C 


se rostogolește pe AB. 
3. Sá se arate că axa radicală de la 1° este tangentă locului de la 9. 


R: 1°. Cercul (O) are ecuaţia 
a pi ha =0, (1) 
iar a cercului (C) este 
z? + y?— 2 — day + X = 0. (2) 
Axa radicală AE a cercurilor (1) si (2) are ecuația 
Za + 2ay — (22 + 4a?) = 0. (3) 


2. Locul lui P se află eliminind pe à între ecuația (3) şi dreapta z = 2; 
se găseşte 
ba? ai 2 
y ==» (4) 
-al 


adică o parabolă fig. V.64. Se va observa că locul lui P este însă numai o porțiune 

din parabola de la (4) şi anume arcul de parabolă situat deasupra diametrului AB. 
d 2 2 

Ecuația (4) se poate scrie sub forma a? + [y -2 a] = g = 30) de 

unde se vede că focarul acestei parabole este In r (o, sa), vîrful în (0, 2a), 

ecuaţia directoarei fiind y = 2 a; această parabolă trece prin punctele 4 si B. 


3”. Inlocuind (4) în (3) se obţine (x — 2)? = 0 


65. Se dau dreptele (D,) : 3x — 4y + u = 0 și (D,) : 4x + 3y Es 


— 3a = 0, A și y fiind parametri variabili. 

1%. Să se arate că patrulaterul format de axele de coordonate și drep- 
tele (D,), (D2) este inscriptibul. 

2”. Să se scrie ecuația cercului circumscris acestui patrulater. 

3°. Parametrii A şi y verificind relația y? + 93 = 0 ecuația prece- 
dentă (de la punctul 2°) reprezintă o familie de cercuri. Să se afle locul 
geometric al centrelor acestor cercuri. 

4°, Să se construiască locul geometric de la punctul 3°. | 

R: 1%. Se observă că (D,) L (D,) şi prin urmare patrulaterul AOBD este 


inscriptibil (2 + O = 180), fig. V.65. Centrul cercului este pe mijlocul C al seg- 
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mentului AB (diametrul cercului). Intersectind dreptele (D,) si (De) cu axele se 
u 


determină coordonatele punctelor A şi B gi apoi ale lui C : g = PE y = E. 
2, Ecuația cercului AODB esle: y 
A 


32)? aj 16. 46: 
E 3) * (y 8 4 


sau efectuind calculele 


ayy e 10 AN 
4 


32 — 4%. Coordonatele centrului cercului Q 
(1) fiind 
23) 
z = a 1. y E >, (2 


8 8 


Fig. V. 65 


locul geometric al lui C se află eliminind pe à şi y între relaţiile (2) si u? + 961 = 0; 
sc găseşte parabola y? = —4z, cu vîrful în originea axelor, focarul în P(—1, 0) 
şi avind directoarea z — 1 = 0, 

66. Se consideră un sistem de axe dreptunghiulare xOy și o dreaptá 
ale cărei tăieturi pe axele de coordonate sint OA = a și OB = b. Prin 
mijlocul C al lui AB se duce o perpendiculară pe AB, care taie axa Oz 
în D. Se cere: 

19. Să se serie ecuaţia cercului circumscris triunghiului BCD. 


9 Săsearatecă locul centrului acestui cerc, cînd punctul B se deplasează 


pe Oy, iar A rămîne fix, este o parabolă ale cărei elemente se vor determina. 
32. Sá se arate că direcloarea acestei parabole este tangentă tuturor 
cercurilor de la 1°. 


R: 1°. (CD) y a), sau 2ax — 2by — (a? — b?) = 0; 
2 b 2 N 


> o) + Centrul cercului în C’ E 3) si raza R? = (E =) + 
da 4a 2): 4a 

a? + b? 

( ha 

2. Locul lui C’ se află eliminind pe b între coordonatele acestuia, adică între 


a? _. b? . b P R 3 A a 2 
î şi y= gr Eliminarea lui b conduce la y? = $] — ax. Locul este 
a - yA Ñ 


2— h 
= dl e 
2a 


b? 2 mm A | 
a ) + Ecuația’ cercului este a*4 y? — 


g = 


deci o parabolă cu virtul în punctul pii o); directoarea acestei parabole este : 
t 


a 
dreapta z = e 


VER 
07 EN 


h N ss te MN TE ARA ES Iph t r 4 Tu, AS 
ira A ER V A E, 
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a si è 
3°. Dreapta z n este tangentă cercurilor de la 1°, deoarece înlocuind pe 


a À ă f , by? re b 
z cu = în ecuaţia cercurilor 1*, obţinem E — 5] = 0, adică y, = y, = A 


- de 


67. 1%. Să se scrie ecuaţia cercurilor care trec prin două puncte fixe 
A şi B situate pe Ox. i y 

2. Să se scrie ecuaţiile tangentelor in A şi B şi să se calculeze unghiul 
lor. Care este ecuaţia cercurilor cind acest unghi este egal cu 60°? 

3". Să se afle locul polului dreptei y — z — 1 = 0 față de cercurile 
de la 1? și să se reprezinte grafic locul obținut. 

R: 1*. Pentru uşurinţa calculului se iau punctele 4(a, 0), B(—a, 0) şi ecuaţia 
cercurilor ce trec prin aceste puncte este 


r? + yY? + Dy — a2 = Q. (1) 
y y 


2”. Tangentele în A şi B sînt respectiv 


Il 


ax + dy — a? a} 
—ar + y — a? = 0 


Da — 
iar unghiul acestora este dat de tg o = A Pentru q = 60%, A =a} 3, 
. Vă 


A = — a/V 3. 

3% Locul polului dreptei y — z — 1 = 0 faţă de cercurile (1) esto sy + y + 
+ z+ a = 0, adică o hiperbolă ale cărei asimptote sint paralele cu Oz şi cu bi- 
sectoarea a doua a axelor de coordonate. 

68. În sistemul de axe de coordonate xOy se dau: dreapta (D) : x+ 
+ 2y — 5 = 0 și cercul (C) : x + y? — z — 2y =0. 

1°. Să se arate că dreapta (D) este tangentă la cercul (C) într-un 
punct A ale cărui coordonate sînt numere reale. 

2°. Să se scrie ecuaţia parabolei cu virful în O, care are ca ară de 
simetrie pe Ox şi trece prin A; să se scrie apoi ecuația cercului (C”) sime- 
tric cu (C) faţă de Oy. OFN 

3”. Sá se arate că parabola si cercul (C”) se taie în origine si încă 
într-un punct B, ale cărui coordonate se cer. 

R: 1°. Punctele comune ale dreptei (D) şi cercului (C) sînt soluţiile sistemului 
z+ 2y —5= 0, £? + y — 2 — 2y =0. 


— T 


. . . 5 . . $ i e i 
Din ecuația dreptei se scoate y = şi se introduce în ecuația cercului 


rezultind imediat x, = z, = 1 şi y, = ya = 2, deci A(1, 2). | 
„2, Ecuația parabolei este de forma y? = 2px; scriind că punctul A este pe 
parabolă se găsește p = 2. 


A | 
Cercul (C”) are ecuaţia E e 3) + (y — 1)? = 0 sau z? + y? + 2— 2y =0. 
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92 Punctele de intersectie ale parabolei cu cercului (C”) sint soluțiile sistemului 
2 — hg, z? -4 y? + e — 2y == 0. Eliminind pe z între aceste două ecuaţii obţi- 
nem y? + 20y — 32 = 0 (si y = 0). Această ecuație are o singură rădăcină reală 
zE(1, 2) cum se poate verifica cu uşurinţă formînd şirul lui Rolle etc. 
69. Într-un cerc dat se duce 0 coardă oarecare MN perpendiculară 


pe un diametru fiz Ab. Să se afle: y 
4°, Locul punctului de intersecție a, | 
dreptelor AM, BN. P 
2, Să se figureze acest loc. 
3°. Tangenta la locul 1° paralelă cu 


direcţia m = — i; 
R: Fie z? + y? = r? ecuația cercului dat 
si z = à ecuația unei coarde perpendiculare pe 


5 l 
diametrul AB (fig. V. 69). A, N 
Coordonatele lui M si Y sint soluţiile sis- 


temului format de ecuaţia cercului și dreapta 
TI = As 4 
i y nz N VAR = 23). 
Găsim MÀ V= d ), Na, 177%) Fig. V.69 
Ecuatia dreptei (4M) este 


> 
-- 
x 
KE 
| 
~ 
t 
= 
| 
© 


ir 0 1 
sau 
s+ || Zoro | (1) 
PA A 
Asemănător se găsește şi ecuația dreptei (BV): 
A 
z+ Ely + r=0. (2 
r=h . , 
Eliminînd pe A între (1) şi (2) obținem: 
a” aj y? — r? = a (3) 


2°, Ecuația (3) reprezintă o hiperbolă echilateră cu semiaxele egale cu r, avînd 
focarele în F(V2r, 0), F'(—2r, 0). 

3°, Ecuația tangentei paralelă cu direcţia m = —1 este y = — æ, adică biseo- 
toarea a doua a axelor de coordonate (de fapt dreptele y = + a, adică bisectoarele 
axelor de coordonate sînt asimptote la hiperbola respectivă). 


_ 70, Se dă un cere O de rază R şi un punct fix P în planul cercului, 
OP = a; fie MN o coardă variabilă paralelă cu OP. Se cere: 
4°, Să se arate că MP? 4- NP” = const. 
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27. La ce distanță de O trebuie dusă coarda MN pentru ca aria triun- 
A ghiului MNP sá: aibă o valoare dată $? Discuţie. 
3". Să se calculeze tangenta unghiului MPN cind MN = 
i = RẸ\2 şi a = 2R, 
AA 4%. Să se studieze şi să se reprezinte grafic variația lui S. 


R: 1°. Ecuația cercului cu centrul în O este a? + y? = R? iar aceea a coardei 
MN este y = A. Coordonatele lui P sint a = a, y 0 iar ale lui M şi W sînt 


— 


M(— YR? x, y; NVIE = 


X, 2). Rezultă imediat că MP + NP? = 
= 2a? + R?), 
Se poate demonstra aceasta si 


rema medianci în triunghiul MVP 
(fig. V.70) si apoi teorema lui Pi- 
tagora în triunghiurile OPQ, 09, 
obţinînd același rezultat. 

2°, ‘S = A/R? — 2 sau ratio- 


nalizind obţinem: 
A = +4 ear. 
2 
Există patru valori pentru A, 


două cite două egale si de semne 
contrarii; acestea sînt reale însă, 


dacă S <L Re. 


Fig. V. 70 


3. MPN = 0 este dat de formula 
4 aria MNP E DYR = X 


MP + NP — MN? a—R42N 


Dje, 


4 i = 2. i 
i si dacă MN = RV? atunci à = FL şi a = 2R; se obţine tg 0 = 


4°. Variația lui S se vede în tabloul 


l ape 1 Kya R 
s’ ae” 0 — 
0 E IAE 
1 a i 
$ 0 A A y 


e 


| 864 


prin geometria plană, aplicind teo- 


| 
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71. Se dă un cerc raportat la un diametru Ox și tangent la Oy. În- 
ir-un punct M variabil pe care se duce o tangentă, care taie pe Ox în 
T și pe Oy în Tu. Să se afle: i | 

4%. Locul punctului de intersecţie al dreptei OM cu paralela prin 

OZ: 
za os. Locul intersecţiei dreptei OM cu paralela din T la Oy. 
3. Să se studieze şi să se reprezinte grafic cele două locuri. 


Fig. V.71 


ai R: 1°. Ecuația cercului cu centrul in Cla, 0) este 
d, a+ y? — 2ax = 0. 
Fie Mío, B) un punct pe cerc; (fig. V.71, a); tangentă în M la cerc este 
(a — ajz + py — ar = 0. 
Intersecţiile tangentei (2) cu axele de coordonate sînt 


r|- > | 0),7u[o, An 


Ecuația dreptei (OM): 


y = — To 
ld 

| Paralela din 7, la Oz este 
| aa 

y == — e 
Eliminarea lui « și B între (3) şi (4) conduce la 
| y? = ax. 
| 


at. e s; A 
A 


A Ne < if a y Es | 4 zi > a + yo > e A E d a e ¡sde t pi: IREA ENE” 3 : Fă E PA y pă eS i 
A AA cotată DR E RAN aa a AA A aice E 
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mp n 


cp gta na a 
- ca pr m pm i a 
ye” "e > — w 
N 7 A . de -> 
- < . N 
+ r a 
~ ' 


Ecuatia (5) intá iN si 
tia (5) reprezintă locul lui Y si este o parabolă cu vîrful în origi 
de coordonate, avînd focarul în re 0) pis par dac 
"ORAR ÎI 
2”. Paralela prin 7' la Oy are ecuaţia 


nax 


NT i | (6) 


ax — E 


Locul pu tului P i í ti i 6 e n d i 
1e a ] l OM ) ae i ini i 
nc de n ersec u cu ( ) se aflá limi 1n pe (r4 ŞI a intre 


(3), (6) şi relaţia 
a? + B? — 2ax = 0, | (7) 


(punctul M este pe cerc). 
ay 


: înlocuind aceasta în (3) rezultă B = 


Li 
d— az 
z—a 


Folosind apoi (7) obţinem locul pa _y _ 
i ` | a” a? 

laterä cu centrul in C(a, 0) şi avînd semiaxele egale cu raza cercului. 
3°. Graficul parabolei de la 1° şi hiperbolei de la 2° este dat în fig. V.71, b. 


72. Să considerăm următoarele trei propoziții: 

(4) dacă 3x 4y >a, atunci z? -+ T- 

(B) dacă x > 0, y > 0, „3x + 4y < b, atunci £? + 4°? <1; 
(C) dacă x > 0, Y > 0, 3x + 4y >C, atunci x Fy Èli; 


de unde rezultă: 
Valoarea minimă a lui a pentru care (A) are loc este 1(18) 
mă a lui b peniru care (B) are loc este |(19)| : 


Valoarea mazimi 
peniru care (C) are loc este |(20)| . 


Din (6) scoatem « = 


o 
- 


1 = 0, adică o hiperbolá echi- 


— 


Valoarea minimá a lui c 


5, [2o] = Cmin 7 3. 


= 5; 11191 = bmax = 
] în originea axelor de 


R: (18 = amin 
73. Fie AA’ axa mare a unei elipse cu centru 
coordonate xOy şi M un punct variabil pe elipsă. 
Se unește M cu A si A". Să se afle: 
4°. Locul punctului P de intilnire a si dot) A 
erpendicular respectiv pe AM si AM în Aş: 0. | 
d lao Locul ortocentrulul H al triunghiului AMA", cînd M se depla- 


sează pe elipsă. l 
32." Locul centrului de greutate 


R: 4°. Fie 


P şi A'P ridicate 


al aceluiaşi triunghi. 
2 1 
per? + ay — ah = O, (1) 


clipsa dată si M(«, P) un punct variabil pe (1)- 
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Perpendiculara în A” pe MA” are ecuaţia 


a+ a 


(z + a), (2) 


Pla 
iar perpendiculara în A pe MA are ecuaţia 


ză 2 
Eliminarea lui « si B între (2), (3) si (1) conduce la — + Y 


a? a? d > 
(5) 


adică o elipsă. 
2 Locul ortocentrului H este 
= 0. 


2 2 
IS 1 
aceeaşi elipsă — + E a A 
i a? E 2 

b 


3°. Locul centrului de greutate G 


o 
- 


este elipsa E p —1=0. 
aj (boy 
(5) (5) 


Notă. S-a văzut că locul lui H 
este același cu al lui P; aceasta se 
explică observind că patrulaterul Fig. V.73 
PAHA’ (fig. V. 73) este un paralelo- i 
gram, că H este simetricul lui P faţă , | | 
de O (punctul de întîlnire al diagonalelor) și că prin urmare locul lui H este 
acelaşi cu al lui P. 


74. Se dau dreapta (D): x+ 2y—a=0 şi curba (C) : 3x2 + 
+ 4y? — 12 = 0; se cere: 


41°, Să se determine o. astfel ca dreapta (D) să fie tangentă la 


curba (C). | | 

2. g fiind astfel determinat, sá se scrie ecuaţia tangentel la (C), para 
lelă cu dreapta (D) şi să se arate că produsul distanțelor de focare a acestor 
tangente este același. 


SERE, Și 3 — Ing = 0. 
3. Știind că dreapta (D) este tangentă şi la parabola y 2px =0, 


să se determine parametrul p. a M’ P 
49. Tangenta la această parabolă in P(u, B) tare axa oy Nk OPM 
cere locul geometric al centrului cercului curcumscris triunghiului . 


í 
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; 2 2 9 
— 2by = 0. Scriind că acest cerc trece prin P şi M se obţine a = a t At 2x 


R: 1°. Din ecuația dreptei se scoate y = —_= şi introducind în ecuaţia 
lui (C) obţinem 
ha? — lux + a? — 12 = ó (1) 


Scriind că discriminantul ecuaţiei (1) este nul, se obţine « = £ 
ccuatia dreptei (D) devine 


A 


+ Pentru 4 = 4, 


x- 2y-4=0, (2) 
iar pentru « = —4 această ecuaţie devine 
c+2ly44=0, (2) 


Distanţa de la F(1, 0) la dreapta (2) este 


y iar distanța lui F^ (— 1,0) la aceeași dreaptă este dą = 5, de unde rezultă 
=> did, = 3 = b?. Asemănător se găseşte că şi produsul distantelor focarelor la dreapta 
(2) este egal cu: 3 = b? (semiaxa mică a curbei (C)). 


A . r 4— z 
3°. Din ecuaţia dreptei se scoate y = + 


și introducînd această valoare 


în y? = 2pzseobţine z? — 8(1 + pla + 16 = 0; punem condiţia ca discriminantul 


acestei ecuaţii să fie nul și rezultă p = —2 (p = 0 se exclude). 
4”. Tangenta la parabolă în P(u, B) este By = — 2% + «). Punctul M are 
2a | 
coordonatele z = 0, y = — —. 


Cercul circumscris triunghiului OMP are ecuația de forma z? + y? — 2ax — 


3 


Za 
LE O 
H b= — —. 
pe. i | 
E Asociind la aceste relaţii B? = —4« (P so află pe parabolă) locul geometric 
ZA al centrului cercului circumscris triunghiului OPM se află eliminind pe a si B 
Pe Y i e . iai 
is < între ultimile trei relaţii, Se găsește parabola y =.— E (x + 1), adică o pa- 
SY y á 
Ragi 


` rabolă cu vîrful în punctul (— 1, 0) şi avînd ca axă de simetrie pe Ox. 


75. Pe o elipsă dată se ia un punct M variabil. Fie N proiecția lui M 


pe una din directoarele elipsei, Se cere să se găsească locul geometric al 
A mijlocului segmentului MN. 
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DAR 


R: Fie M „bsi FII ETA 
At (a cos a n &) un punct variabil pe elipsă; coordonatele lui Y 


E a?. e 
sinte=%, y = b sin æ. Locul geometric rezultă din eliminarea lui între 


a? ; : 
— + acos a și y= b sin a. Rezultatul eliminării este elipsa 


(2-5) 
C 2 
ep Eal 


a? b2 


76. Se dă elipsa 4x? + 9y2 = 36 şi se cere: 

19. Să se găsească m asifel ca dreapta (D): mx — 2y + 5 =0 să 
fie tangentă la elipsă, determinindu-se punctul de contact în acest caz. 

20. Să se arale apoi ci dreapta (D) este tangentă si cercului cu centrul 
în origine şi avînd raza egală cu jumătate din distanţa focală. 


307 Să se studieze și să se reprezinte grafic variaţia puterii unui punct 
punct, faţă de cercul cu 


M mobil pe elipsă, în funcţie de absciså acestui 
centrul în punctul de intersecție al elipsei cu semiaxa x-ilor pozilivi şi 


avînd raza egală cu semara mică a elipsei. 


relaţiile 22 = 


mu ica : i 
met și înlocuind în ecuaţia 


- 


Rp: 4. Din ecuaţia dreptei (D) scoatem y = 


elipsei obţinem 


(1) 


nantul nul) obţinem 
=— g +5 Punctele 


(16 + 9m2)z? + 90 mz + 81 = 0. 


Punind condiţia ca (1) să aibă o rădăcină dublă (discrimi 
oy=z+5şi (Do): 2y 


m =+ 4. Avem deci dreptele : (D1) 


> 9 8 9 8 
de contact ale celor două «tangente cu elipsa sinif — = , Al A EE zi . 


' 9°, Cercul cu centrul în origine şi rază egală cu y5 are ecuația 


(2) 


= Za= —1 


a+ y? = 5. 


Intersectind cercul (2) cu dreapta x — 2y + 
si yy = Ya = 2, Ceea ce aratá cá dreapta (D,) este 1 
iabil pe elipsá. Ecuatia ce 


3", fie Ma, = y=] un punct var 


centrul în (3, 0) gi raza egală cu b, este i 


zi ae yt m 0 


5 — 0 se obţine tı = 
angentă la cercul (2). 


rcului cu 


| ha amy — 6x + 5, sau 
Puterea lui M față de cercul (3) este P = a + gl a”) 


Pe L (543 — Sta + 81): 
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+ 
r 


e. Pro $ 
~ 


2 0 AU a A mag nd y 
„pepe 


pa m... — 
s .. pe af os 


pianoan B 


. e 1 3 
Inlocuind în (4) P cu y sia Cu a se obține y = ri (Sa? — 54x + 81) care repre- 
i 97 36 id d AA 
zintă o parabolă cu virful în rita) ki trasarea graficului necomportind nici 
J 


o dificultate. 

77. Se dau două drepte paralele tăiate de o perpendiculară in A 
si A”, i 
* 4°, Prin A si A’ se duc două drepte AM și A'M care taie cele două 
paralele în B şi B”. Dreptele sint duse astfel încît produsul AB - A'B’ = 
= + k? (semnul + seta cînd B şi B' 
sînt de aceeași parte a lui AA” st 
semnul —, cînd B şi B’ sint de o 
parte si alta a dreptei AA”). 

Paralela dusă prin M la AB 
taie pe BB" in P. Să se determine 
locul geometric al. punctului P cind 
direcțiile dreptelor AM şi A'M va- 
riazd. 

2”. Perpendiculara dusă din M 
pe A'A intilneste pe AA” în C, iar 
Fie. V. 77 aralela dusă prin: mijlocul O al lui 

Dar AA' la AM, taie pe AB în Q. Să 

MATA se determine punctul M astfel ca să 

avem OC + AQ = l, unde l este o lungime dată. Se va. arăta că deter- 

minarea lui M depinde de o ecuație de gradul al treilea, în care necu- 
noscuta este coeficientul unghiular al dreptei AM. 

3°. Se presupune că B şi B' sînt de o parte şi de alta a dreptei AA”. 
Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei precedente (de la 2%) în cazul 
particular cînd 2l este lungimea A'A. 

R: 1*. Locul lui P este 


hy(y — a) = ha? (1) 
unde k = mn sau h = 4 a?/k? (fig. V. 77). Ecuația (1) se poate scrie sub forma 
hz? — 4y? + hay = 0 şi reprezintă o elipsă dacă k < 0 (punctele B, B’ sînt de 
aceeași parte a lui 44”) sio hiperbolă dacă k > 0 (punctele B, B’ sînt de o parle 
şi de alta a dreptei 44”). 

2°, Ecuatia este | 
(a — 21m? — am? + h(a + 21m + ah = 0, (2) 
unde » are semnificaţia arătată la 1°. 

Dacă 2l = a gi h = g?/k?, ecuaţia (2) se reduce la una de gradul al doilea 
— am? + 2a9n/h? + a2/k2 = 0, al cărei discriminant este A = at + h2a2 ete. 

78. Se consideră o elipsă raportată la axele rectangulare xOy. Se 
duce o tangentă (T) la această elipsă într-unul din punctele el de intersecție 
cu paralela dusă la axa mică prin unul din focare. 
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19. Să se serie ecuaţia cercului care este tangent la dreapta (T), în 
punctul C de intersecție a acesteia cu axa mare a elipsei și care trece prin 
simetricul C' al punctului M, faţă de centrul elipsei. 

2°. Să se verifice că tangenta în C' la cerc este tangentă şi la elipsă 
și să se găsească punctul de tangenţă cu elipsa. | ; 

3°. M fiind un punct pe elipsă; se cere să se precizeze în ce caz razele 
vectoare ale lui M sînt perpendiculare. 


R: 1°. Fie elipsa 


a, y 


si F(c, 0) unul din focare. Dreapta care trece prin F şi este paralelă cu Oy are ecuaţia 


2=0. (2) 


Unul din punctele 7' de intersecție a elipsei (1) cu dreapta (2) si anume cel 


situat în cadranul 1, are coordonatele x = c ṣi y = =— . Ecuația tangentei (T) 
p7 a 


în acest punct este 


y 


a taiso, (3) 


Punctul C.dë intersecţie al dreptei (3) cu axa mare a elipsei, are coordonatele 


a Es : A a ae Ei 
T = —> y = 0, larsimelricul acestuia C’, faţă de originea elipsei, are coordonatele 
e 
T==—ws Y = 0. Cercul tangent dreptei (7) si care trece prin C si C’ are centrul 
c 


pe Oy (mediatoarea segmentului CC”). Ecuația acestui cere este 


e? c? 


o rn, š A `. 
2.” Tangenta în C’ la cercul (4) are ecuația: 


a RELA E ET A (5) 
[4 Anu a 


Această dreaptă este simetrica dreptei (3) faţă de Oy, rezultind din aceasta 

.% e s 8 
cá este tangentă la elipsa dată în punctul dă | — c, =) A 
a 

Verificarea prin cal ; i Ati i si i i 
pp e cul se face IȘOr ară ă sistomul y Sl de 
are rada Pl ace uşor arátind că sistemul format din (1) si (3) 


24 
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3. Fie M | a, b Y az — as] un punct pe elipsá; pentru ca razele vectoare 
a 


MF şi MF’ sí fie perpendiculare, trebuie să avem 


RA | Ara 

ds es a + 150 

> E de unde rezultă b Y2 <a<—b V? şi—b<c< b pentru ca « să fie real. 
Aa 79. Se dă elipsa z + — 1=0 si se duc tangente in punctele 
eS de intersecție ale acestei elipse cu bisectoarele axelor de coordonate. 
aa 1°. Să se calculeze aria paralelogramului format de cele patru tan- 


sente. 
” 90. Săse scrie ecuația cercului ce trece prin originea axelor şi punctele 
de intersecție ale elipsei cu semiazele pozitive ale axelor de coordonate. 
3”. Să se găsească locul geometric al centrului cercului de la X cînd 
b variază. 
R: 1°. 2a2 + d); 


599 
sd 


. æ -+ y? — ax — by = 0; 3. z= 


tsla 


80. Tangenta într-un punct M al 
unetelipsecucentrul în originea axe- 
lor de coordonate x0y taie tangentele 
duse din vârfurile axei mari în punc- 
tele C și D. Unindu-se aceste puncte 
cu focarele elipsei, se obţin patru 


şi alte două puncte P şi Q. 

1°. Sá se arate că punctele M, 
P, Q sînt coliniare. 

2°, Să se arate că dreapta MPQ 
este normala elipsei în punctul M. 

3°. Să se afle locul geometric 
al punctelor P şi Q cînd M descrie 
elipsa. 


R: 1°. Fie 


ba? + ay? — ab? = 0, (1) 


ecuația unei elipse raportată la axele zOy. Tangenta in A (a, 0) la elipsă are ecuația 
æ = a, iar aceea în B(— a, 0) are ecuația v = —a, (fig. V. 80). 
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drepte carese taie, în afară deC în D . 


Æ 
Fie M(£o, yo) un punct pe elipsă; avem 
Pal ay a 0) E 
ecuaţia tangentei în M la elipsă fiind 
| | broz + ayy — ab? = 0. (3) 
. . 2 — 
Intersectind (3) cu tangentele in A şi B se obţin punctele c fa, A) > 
ayo, 
Di=ú, Piet e), Ecuația dreptei CF este DA 
ayy A 
£ y 1 
bla — a ` i 
(CF) : a a (a 20 o) Zo) bulbo ri 
aYo = 
> Ma 
c a 1 AA 
şi dezvoltind găsim nE 
Ela — ol Pad ON 
(Ci Ll ay A 3. (ap E 
„do ayo `. e 
Asemănător obținem: y 
ma mery b2 | Es 
(cry HO m da q oy q O: (5). aS 
N ao ayo i > x 
4 b? (a p2 UN 
aYo ayo Ec 
7 b? (a y b? i | e: 
(DF”): La goh aig E a O PE 0. (7) a 
ayo aYyo . ER 
Coordonatele lui P se obţin intersectind dreptele CF” gi DF; rezultă < 
_ to, Dela? — 27) 
= EPITET di iai O 
E ayola + c) 
Coordonatele lui Q se obțin intersectind dreptele CF si DF”; rezultă 3 
g = — “Zo 5 1 = bela? — ai) z 
a ayalo — 4) 
Condiţia ca punctele MPQ să fie coliniare este ca determinantul 
Lo Yo 1 ` N 
cxy biela? — a) 4 MO. 
A = a ayola + e) aN Eo 
_ Co b?cla? — a?) 1 K A 
a ayle — 4) ş Y 


| 
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7 PEENE 
sá fie nul. Dám factor pe ze si determinantul rămas A” il dezvoltăm după regula 
lui Sarrus; 

b?cla? — xè) der? la? — xg) Co b?c? (a? — a) as b?c(a2 — zr?) EA 

; beri ayala + c)  a*yale — a) a a*yola + c) a?yole — a) 
Y i bcla? — z? Ls 1 ) + b?e?(a?— a? | 1 E 1 ) T 20Y 0 > 

a ay are ea ay (ce —a c+a a 
= 2c(a? — 25) —— 2c3 (a? — xå) -m 2cYo = A [a? (a? sas z3) ais ca? al xè) 73 ayi) =s 

ayo ay a a*yo 
12% [as — atz} — (a? — b?) (a? — 23) — a%y3] = 0 
a? 

y Yo 

i- ceea ce trebuia de arătat. l 

j 2°. Coeficientul unghiular al dreptei MPQ este 

! b?c(a?— x?)  b?c(a?— xj) b?c(a? — x?) 4 q 4 | 

_ aya ke) ayde— a) _ ao late c~a me. 
sd Cz9 9 Zo bx, 
a a 
7 i , b'ro de unde rezultă 
; «dar coeficientul unghiular al tangentei (3) este m* = — y , de unde rezultá 
d Yo 


că 1 + mm” = D. unt 8 

3°. Presupunem M variabil pe elipsă; locul geometric al lui P se află eliminind 
be(a2 — 25) 
ayo(a + c) 


ba(c2 — at) 


pe Zo, Yo între relaţiile s = Le y = şi (2). Din prima relaţie se 
al 


= 2% şi se în tado doua obtinindu-se = 
scoate zo = = şi se înlocuieşte în cea de a doua obţ Yo PEET 
sa : E a y? 
Înlocuind aceste două valori în (2) se obține elipsa = + A N a 1 = 0. 
pa ) 
Asemănător obţinem locul lui Q: Č + —Y— —1 = 0 adică tot o elipsă. 


e? be y2 
Fae 


81. Se consideră ecuaţia 9x? — 16y? — 144a? = 0 şi se cere: 

1°. Să se construiască curba reprezentativá determinindu-1-se elemen- 
tele principale. A Bl 

2. Să se determine punctele de pe curba respectivă, ale căror raze 
occtoare formează un unghi de 90. Să se studieze şi cazul general pentru 
hiperbola 252 — 022 — al? = Q. 

39, Sá se afle ecuaţia tangentei care intersectează axele de coordonate 

~ astfel ca segmentele determinate pe axe să fie egale. 


f 
f 
E 
a 
| 


Ti e A TETE y 
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R: 1”. Ecuația dată reprezintă o hiperbolá avind centrul în originea axelor 
de coordonate. 


Ecuația se poate scrie sub forma FA — [al — 1 = 0 de unde rezultă. 
10 a 


imediat semiaxele. Focarele sînt în F(5a, 0), F*(— 5a, 0). Asimptotele au ecuaţiile 


t 
y= rt 
4 


9. Fie M [> 2 va — isa) un punct de pe hiperbolă. Condiţia ca cele 
două raze vectoare (ce unesc pe M cu F şi F’) să fie perpendiculare este 


Q ei 2 
E Va? — 16 c) : 
e + 1 = 0, de unde rezultă « = + 0/3 


g? — 25a? i 
Problema este posibilă totdeauna deoarece, procedind ca la problema 78 pet. 37 
bti w al + 202 
obținem «= + a ON 


o 
- 


: E e ra 
3°. Ecuația tangentei la hiperbolă in punctul M e. 73 Va? — 16 2) este 
A A 


9 aux — 16. [21648 y — 144 a? = 0. 


Punind condiţia ca tăieturile acestei drepte pe axele de coordonate sá fie 
AVT a, 
rA as 
82. Se dă hiperbola echilateră x? — y? = r?, cu centrul în originea 
axelor rectangulare x0y. | 
Se duce o dreaptă variabilă paralelă cu Oz și care intilneste hiperbola 
în A și B şi se notează cu P si Q virfurile hiperbolel; se unește B cu P 
şi A cu O. Dreptele BP şi AO se întîlnesc în M. o 
1°. Se cere locul lui M, indicindu-se elementele principale ale 
acestui loc. | al 
2°, Să se găsească locul geometric al lui N, punctul de pi i a 
dreptelor AQ și BO, indicindu-se elementele principale ale acestui ti 
3°, Sá se precizeze poziţia curbelor obținute la 1° şi 2, faja de her 
cu centrul în O şi raza egală cu r, calenlindu-se arta cuprinsa intre aces 
cerc și cele două curbe. 


egale rezultă « = + 


y 4—0. al cărui centru 
R: 1%, Locul lui M este elipsa ETE -}- TACO —1=0, al căru 
(EY (73) 
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2, Locul geometrical lui N este o elipsă simetrică cu aceea de la 1°, faţă de Oy. 
3°, Cele două elipse sînt tangente interioare cercului z? + y? = 7?. 

*) 
iar aria cuprinsă între aceste elipse şi 


ž AE Drept 
Aria celor două elipse este ER 


0] 
cercul respectiv este ar: | 1 = — f. 
3/3 


83. Dreapta y = ha taie dreptele x + y —1 = 0 şi =—y—1=0 
în punctele P și Q; se cere: 
A 12. Aria triunghiului format de aceste drepte. 
¡VE 2. Parametrul k fiind variabil să se găsească locul geometric al mij- 
5 locului M al segmentului PQ. 

3", Să se studieze şi să se reprezinte grafic funcţia loc geometric 
de la 2. 


R: 1%. Intersectind cele trei drepte se obţin punctele dd a : 
: 14k 14k 
Q F : 23 E -) şi AU, 0). Aria triunghiului PAQ (dreptunghic în A) este 
1 0 1 
1 k | 
1| — — 1 \ k2 
A = 1 k 4 k = 3 1 
F| 1+k 1+ E (1) 
ct, AE ARE 
i 1 — k 1-— k 
2. Mijlocul M al segmentului PQ are coordonatele 
1 k 
pi ia o fa > 2 
4d— k? TA e) 
a Locul geometrie al lui M se află eliminind pe k dintre relaţiile (2). Prin 
„+ “împărţire se obţine k = Y. ; înlocuind această valoare în prima relaţie se obţine 
Ha > £ 
$ ps ecuaţia 
Si a? = y? — g% = 0, (3) 
JA care reprezintă o hiperbolă echilaterá cu virful în punctul 4' E i o) şi semi- 
2 478) 1 od mol. py 
es A axele egale cu z? Într-adevăr, (3) se scrie si astfel [> 3) — y — p = 0, 
¿118 a de 
ra | q y2 i 
> g — > A 
E 2 y* 
Sau 1=0 


Trasarea acestei hiperbole nu comportă nici o diticultate. 


RN, 4 y2 $ Te ji 
Re EMT] 
e 

SA 

y 
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ai 84. 19. Să se scrie ecuația unei hiperbole care trece prin punctul 
A (22, 1) şi are focarele în F(Y5, 0), r'(—V5,0). 
29. Prin F se duce o dreaptă variabilă (D), iar prin F' o dreaptă 
(D”) perpendiculară pe (D). Se cere locul geometric descris de punctul 
de intersectie al dreptelor (D) şi (D'). 


3°. Locul geometric de la 2° taie asimptotele hiperbolei în patru puncte, 
E Y y =% f 
care impreuna cu focarele F, F” formează un hexagon convex a cărui arie 


se cere. 
R: 1%, Ecuația hiperbolei este de forma 


e y ERN 
ai S R 4) 


punînd condiţia ca această hiperbolá să treacă prin punctul A si apoi scriind că 
a? b? = 5, se obținea = 1, b = 2. Ecuația” (1) devine 


4z? — y? 1=0, (2) 
2°, O dreaptă variabilă ce trece prin F are ccuatia 
y = Ma—Y 5), (3) 


iar alta perpendiculară pe (3) si care trece prin F’ are ecuația 


1 -= N A 
a +15). (4) 
Eliminarea lui A dintre (3) si (4) conduce la 
z? + y? = 5, (S( vi 


adică un cerc cu centrul în O şi raza egală cu V5, ceea ce era de aşteptat, cele 
două drepte fiind perpendiculare. 
3°. Asimptotele hiperbolei sînt y = + 2s; intersecțiile acestora cu cercul 


(5) sînt punctele (1, 2), (—1, 2), (—1, —2), (1, —2) care împreună cu F(V5, 0)5i 


P'(—V5, 0) formează un hexagon avind aria egală cu 4(1 + y5). 


85. În planul axelor de coordonate xOy se consideră punctele A(1, 0), `` 


B(0, 4), C(0, —1) şi o dreaptă variabilă ce trece prin O şi care taie pe AB ; 


în P şi pe AC în Q. Se cere: 
19. Coordonatele mijlocului M al segmentului PQ. 


2”. Locul geometric al lui M. : | iat EN 
32. Să se determine coeficientul unghiular al dreptei variabile de si 
la 1%, astfel ca OA = MA. Ke, 
R: 1°, Avem (4B):2+ y — 1=0, (AC):x— y — 1=0. yo A 
ITZ? 


sy > A 
ls sa de 
Ag 


A 
i > SPA pf qe E 
ASA IE Le Le ne 
ELIO e A AAR 
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Coordonatele lui P sint rădăcinile sistemului æ + y—1=9, y = mz, 


unde y = , lar acelea ale lui Q fsint rădăcinile sistemului 


y = 


1pm’ d 1+ m 


z— y — 1 = 0, y= mz, unde z= e 


și y= 


« Mijlocul M al lui PO 
1 — m 1 —-m s 


m 


si y= 


1 — m? 1— m? 


1 1 1 
are coordonatele z = — (= elo | k 
2li+m 1—m 


2%. Locul lui M se află eliminind pe m între coordonatele sale; avem Y = m 
z 


şi apoi == „sau z?—y"—z=0 (şi z = 0) adică o hiperbolá echilaterá 


y" 


— 


a? 


1 e l P | 
Cu centrul în E i o) a cărel ecuație se mai scrie sub forma 
9 


o - ~ AOA E D m. 
ponm A 
è . » 
> ges MP. à 
£ ` 
s $ 
u 4 y 


/ 2 
4 TI_ — 
= | z) ri y? 
4 12 4 ¡2 
Ei (z) 
ao Avom MA MOES A E ee EN A 
3*. Avem MA = i | -+ A= mp M pa YI+m? si punind 


A pai 3 
condiția ca MA = OA = 1, rezultă m = + E (dreapta OD face cu Oz un unghi 
de 30° sau 150°). 


| 86. Se dau ecuația xy = 2 şi punctele AQ, 2) şi B(—2, —2). 
| 1°. Să se spună ce curbă reprezintă această ecuaţie şi să se determine 
elementele importante. | 

2°, Sá se scrie ecuația tangentei la această curbă în punctul C(2, 1). 

3". Se consideră pe curbă un punct mobil M de abscisă p. Să se cal- 
culeze în funcţie de p distanțele MA şi MB, apoi să se verifice că MB— 
—MA = const. Sá se explice acest rezultat. 

4°. Să se determine intervalele în care k poate lua valori astfel ca 
dreptele fascicolului y = — x + k să intersecteze curba xy = 2. 

5°. Dacă k este cuprins în intervalele corespunzătoare atunci o dreaptă 
oarecare y = — x + k taie curba în două puncte P, si P,. Să se afle 
„locul geometrie al punctului P, mijlocul segmentului P,P,, cînd k parcurge 
intervalele respective. 


fas) R: 1°. Curba reprezintă o hiperbolá echilaterá cu vîrful în originea axelor 
¿> de coordonate, avînd ca asimptote aceste axe, iar ca axă de simetrie prima bisec- 
, toare. 2°, Ecuatia tangentei este de forma zay + Yox = 4, unde înlocuind se obține 


> 
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a+ 2y=4=0. 3. MB MA = 4. 4? k e(-c, —2Y2]U[2V2, co). 5%. Locul 
este axa de simetrie a hiperbolei, adică y = z. 


87. Raportate la un sistem de axe rectangulare se consideră curba (Hy 
de ecuație xy = | şi cercurile (C) de ecuație x? + y? + (x — ay) 1 — 


¡air ya ciar on jA 


a > A v . 
4°, Să se arate că cercurile (C) trec prin două puncte fixe A, A”, 
simetrice faţă de originea axelor de coordonate şi care se găsesc pe curba (H). 
9. Celelalte două puncte comune ale curbei (H) şi cercurilor (C) 


sînt diametral opuse în (C). 
R: 1°. Coordonatele punctelor fixe prin care trec cercurile (C) sînt rădăcinile 
sistemului 
tiu 
a? — y? = q + — 3 
a? 
zx — ay = 0. 


Rezolvind, găsim soluţiile z = 4 a, y = + id „ Este uşor de arătat că punc- 
a 


tele (a, 2 şi (a, a , simetrice față de originea axelor, q gásesc pe hiper- 
a a 


bola echilaterá ay = 1 (hiperbolă ale cărei asimptote sînt axele de coordonate, 
cele două ramuri fiind așezate în cadranele I, III). | 
2%, Abscisele x,, zə ale celorlalte două puncte de intersecţie ale cercurilor 


(C) cu hiperbola (47) sint date de ecuaţia zê — dz — — = 0. Notind cu yı, ys 


a 
d w w Ti a Lo 
ordonatele corespunzătoare acestor două puncte, este ușor de arătat A ti 
. + . G E v wv v 
si Y z Ye , coincid cu centrul cercurilor (C), ceca ce arată că cele două puncte 


sint diametral opuse în (C). 


88. Prin focarul unei parabole se duce o secantă variabilă care taie 


parabola în punctele M, M'; normalele la curbă în aceste puncte se taie 
in P, 


1°. Să se arate că paralela dusă prin P la axa parabolei trece prin > 


mijlocul lui MM”, 
2°. Să se găsească locul geometric al punctului P. i 
R: 19. Notínd cu y, si y, ordonatele punctelor M si M’ şi cu y? = 2px ecuaţia 
parabolei situată in planul'20y, coordonatele lui P sînt: 
yi + yi +t 70 2 partt, 
is ti Ba E A, 
2°. Locul este parabola 4y? — 2px + 3p? = 0. 


z=p>+ 
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A 
89. În planul axelor de coordonate xOy se ia un punct fix A pe Ox 
şi un punct D mobil pe Oy. Pe perpendiculara în A pe Ox se ia un 
punct C astfel ca OD = 2AC. 
Zi 1°, Să se afle locul geometric al proiecției punctului O pe DC. 
DE, 2°. Să se arate că dreapta DC trece printr-un punct fix. 
|" 3. Să se explice geometric rezultatul obținut la 2°. 
|: ÎN 1°. Proiecţia lui O pe DC se află intersectind această dreaptă cu perpendiculara 
E a dusă din O pe DC, adică avem de rezolvat sistemul 
* Ae + ay — 201 =0 gi =: (1) 
Ed Pentru aflarea locului cerut nu mai este nevoie să aflăm coordonatele proiecției 
| E lui O pe DC, ci doar sá eliminám pe A între relaţiile (2). Se obţine imediat 


y? = (2a — aja (2) 


ecuaţie ce reprezintă un cerc cu centrul în A si raza egală cu a. 

k R: 2°. Fie A (a, 0) punctul fix pe Oz şi D (0, 27) punctul variabil pe Oy; 
` = ~ - perpendiculara în A pe Oz are ecuația x = a, iar punctul C are coordonatele z = 
=. =a, y= À. Ecuația dreptei DC este az + ay — 204 = 0, sau 


(x — 2a)à + ay = 0. E (3) 


Rezultá cá dreapta DC trece prin punctul fix ale cárui coordonate sint rádácinile 
sistemului z — 2a = 0 şi y = 0, adică prin P(2a, 0). y 


E, 3°. Se vede că AODE ~ ACAE şi deci ai = 2. , sa 2N 2 = 
să OA AC a A 


vs blemei OE = const = 2 04. 
JA 90. Se dă un punct fix A(a, 0) si un punct M(a, B) variabil pe para- 
` — bola y? — 2px = 0. Se duce prin A o dreaptă paralelă cu tangenta la 
- ~ parabolă în M; această dreaptă taie dreapta dusă prin focar şi M, în 
„punctul N. Să se afle. 
1%. Locul geometric al punctului N.' 

„2%, Să se arate că locul de la 1* trece prin A. 

3°. Să se afle elementele locului de la punctul 4°. 

4. Ecuația tangentei la acest loc dusă în punctul A. 


R: 1°. Tangenta în M la parabolă are ecuația 


pz — Py + pa = 0. (1) 


Ecuația dreptei ce trece prin A și paralelă cu (1) este 


y == (2 — a), (2) 


p 


= const. Prin urmare dreapta DC trece prin punctul fix E şi avem în cazul pro- ` 


| 
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iara dreptei MF este 


Locul lui NV se află eliminind pe a şi B între (2), (3) şi relaţia f? = 2pa (M se 
află pe parabolă). Se obține cercul 


æ? + y? — pe + ap — a = 0. (4) 


2°, Cercul (4) trece prin A(a, 0) deoarece coordonatele lui A verifică ecuația i 
cercului. i 


3°. Centrul cercului (4) este în ole, 0] iar raza este r = ao == AÑ. 
ho. a ii tangentei la cerc în A este z — a = 0, ceca ce era de aşteptat, 
centrul cercului fiind pe Oz. 


91. Se dă un punci fix A(a, 0) și un punct mobil Mla B) pe para- 
bola y? = 4x şi se cere să se afle: 
A, 1°. Elementele principale ale parabolei. 
2”. Ecuația tangentei la parabolă în punctul M. 
y 3”. Ecuatia dreptei care trece prin A şi este paralelă cu tangenta de 


Ar 


f 


AD 


a y . x 
Pe arte Tia iai 


la 22. 
4”. Ecuația dreptei care trece prin focarul parabolei şi prin M. 
5”. Locul geometric al punctului N de intersecție al dreptelor 3? gi &. 
6°. Să se demonstreze că locul geometric aflat este un cerc care trece 
prin A. 
7”. Să se afle elementele acestui cerc. 
6”. Să se scrie ecuaţia tangentei la cerc în punctul A. 


R: 1%. Focarul parabolei în F (1, 0), virful parabolei în originea axelor, = ` 
„Oy tangentă în vîrf, x + 1 = 0 ecuaţia directoarei. SA 


2*. Tangenta în M: 


"FTE 


ca 
e se, 
a 


2x — By + 2« = 0. | (1) 


| 3°. Ecuația dreptei ce trece prin A şi este paralelă cu dreapta (1) este: 


at) | (2) 


4°, Ecuația dreptei MF este 


© R 
> D 
= e 
ll 
o 


Sau dezvoltind; 


/ Bz + (1— ajy — B = 0. (3) 
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5°, Locul lui W se află eliminind pe œ si B între (2), (3) st relaţia 
| p? = ha, (4) 
(punctul M se află pe parabolă). 


Din ae 
Din (2) se scoate B = Art si se introduce în (3) obtinind « = 


1 
_ Ur = a)(z — 1) + y? - 


y? 
Înlocuind apoi pe « si B în (4) se obține cercul 
æ? + y?— 2x — a’ + 2a = 0. (5) 
6°. Introducind în (5) coordonatele lui: A se verifică imediat că A se află 


pe cerc. 
i 7°. Centrul cercului (5) este în C (1, 0), adică în focarul parabolei, iar raza 


r=a— i adică r= FA. 

8°. Tangenta în A la cerc este dreapta z.= a, ceca ce se putea prevedea, 
căci centrul cercului este pe Oz.. 

92. Fie p un segment dat si M un punct oarecare ce se deplasează 
pe parabola y? = 2px. Fie F focarul acestei parabole şi N intersecția 
drepiei MF cu Oy. | 

4°, Să se arate că mijlocul C al segmentului FN se găsește pe o per- 
pendiculará ridicată pe mijlocul segmentului OF. 

2. Să se găsească şi sá se construiască pozițiile ce le poate avea punc- 
tul M astfel ca si punctul C să fie pe parabolă. 

3". Tangenta în punctul M la parabolă taie aza Oz în E, iar pe 
Oy în D. Să se găsească şi să se figureze locul geometric al mijlocului seg- 
mentului ED. 


R: 1°. Fie M(a, B); ecuaţia dreptei MF este Bz — E — £) y — es =0. 
Se obţine W (o. 2t) si C 2» A „ Punctul C se află pe perpen- 
p— 20 4 2(p— 2a) Sa 


diculara ridicată pe mijlocul lui OF, avînd abscisa egală cu aceea a mijlocului lui 
OF. Pentru ca C să tie pe parabolă trebuie ca 


2/24 — p)? — B? = 0. (1) 


2°, Punctul M trebuie să se afle la intersecția parabolei date cu curba (1), 
care reprezintă două drepte (ceca ce se observă descompunînd în factori ecuația (1). 


Coordonatele punctelor M corespunzătoare sint M, (p, pV 2), Malp, —pV2), 
Mz E WVZ), M, ba — 1 pV2 E construcţia acestora fácindu-se uşor. 
4 2 4 2 
3”, Locul geometric este parabola 
y* + ad ve 0, (2) 
4 ; 


care are ca axă pe Oz şi focarul în r'|- £ > o) . 
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93. Pe parabola y? = 2px se iau n puncte Mi, My,..., Mp ale căror 
proiecţii pe tangenta la virf formează un şir de puncte avind ordonatele 
in progresie aritmetică. Să se aráte că: 

1, Dacă n=2s, coardele MM, Moca ++, Me Masa sînt paralele. 

2, Dacă n =2s+ 1, coardele MM, MM ni, «y M¿M,,, sînt 
paralele cu tangenta în Ms la parabolă. 

R: Fie M,(zı, V2px1), Malzo, V2px2).«- Malzns V2p7n)- Coeticientul unghiu- 
lar al coardei MM, este 


Es Yi a V2prn — V2px, iz 2p(2n — 71) 3 2p 
N — a A aeae mm 
P z — Za (tn — 21) (V2pza + Y 2px1) V2pxn+V2px, 


n — Ti En, - 
şi asemănător se calculează ma, n-1, Mas n-a etc. apoi se tine seama că V2px, + 


+ Văpza =V 2px, + V2Ptn-ı = --- (a se vedea proprietățile progresiei aritmetice). 


94. Se dă parabola y? = 2px şi se cere: 
1°, Să se scrie ecuația tangentei în punctul P(«, B) la această para- 
bolă. 


2°, Să se arate că distanța de la focar la tangenta din 1° este Vor- PD, 
unde O este originea axelor de coordonate xOy, F focarul parabolei, iar 
D piciorul perpendicularei coborite din P pe directoarea parabolei. 

3. Sá se găsească locul geometric al punctului de intersecție al per- 
pendicularei coborite din focar pe tangenta in P, cu dreapta OP. 


R: 1°, By — p(x + 2) = 0; 


3°. Locul este elipsa — 1 = 0, care trece prin originea 


——— + 
py 
a 
axelor de coordonate, are ca axă de simetrie pe Ox, centrul în Fa o) şi semi- 
l 4 


P 
272 


95. Fie o parabolă cu vîrful în originea axelor de coordonate, tangentă 
la Oy şi care trece printr-un punct M variabil al curbei C de ecuaţie xy = a” 

1°, Considerînd triunghiul format de punctul M şi de punctele A şi B 
în care tangentele in M la cele două curbe date taie axa Ox, să se studieze 
variația ariei sale, cînd M descrie curba C. 

2°. Să se afle locul geometric al ortocentrului triunghiului de la 1°. 

3. Dacă M’ şi M” sînt punctele în care o secantă fixă oarecare trecînd 
prin origine, taie cercul circumscris triunghiului MAB, sá se arate că 
produsul OM'-0M” are o valoare fixă (care depinde numai de a), cînd 
M se deplaseazá pe curba C. 


axele Z si 
4 
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2 i . $, 
R: 1°. Fie Mia, <un punct variabil pe curba C; tangenta în M la curba C 
a 
este de forma ay, + yzo = 2a?, sau înlocuind avem 
2 
Lx + ay = 2a?. (1) 
x o 
Ecuația parabolei este de forma y? = 2pz şi punind condiţia ca această parabolă 
să treacă prin M obţinem 


a € 
y? d) (2) 
a 


tangenta in M la parabola (2) este 


a? 
y = FR (z-+a). | (3) 


Intersectind (1) şi (3) cu axa Oz, obţinem A(2«, 0), B[(—«, 0). Aria triunghiului 
AMB este S = mL = const. | 


| a 
2. Ortocentrul H al triunghiului AMB are coordonatele z = «, y = po 
E 

o 


eliminind pe « din aceste două relaţii se obţine locul y = = a. 
a 
3°. Ecuația cercului AMB este de forma z? + y? 4- ma + ny + p = 0; 
punînd condiția ca acest cerc să treacă prin cele trei puncte se obține în final 


dat — at 


a+ y— ar + ` y — 2a? = 0. (4) 


aru 
- Intersectám cercul (4) cu dreapta 
y = mz (5) 


rezolvînd sistemul format de ecuaţiile (4) şi (5);obținem mai întîi ecuaţia de 


gradul al doilea 


(1 + m?)a?az? + (2mut — atm — a2a2)z — 2a?a? = 0, k (6) 


„ale cărei rădăcini sînt abscisele punctelor M’ şi M””. Fie x,, zẹ rădăcinile ecuaţiei 


(6); ordonatele punctelor M’, M” sint y, = mz, y, = mz,. Avem însă OM” = 
=Vz + yi, OM” =V F y; si deci OA. OM” = Vizi + ylei tyi = 


„= zuzo(1 + m?) = — 2a2, ceea ce arată că acest produs este constant. 


96. Pe parabola y? = 2px se găsesc punctele A, B, C de ordonate 


i a, b,c. A”, B', C* sînt virfurile unui triunghi format de tangentele în 


A, B, C la parabolă. Se cere: 
1°. Coordonatele punctelor A', B', C'. 


2. Aria triunghiurilor ABC şi A'B'C', stabilindu-se si relaţia ce 
ezistă între aceste două arii. 
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3”. Notínd cu G şi G’ centrele de greutate ale celor două triunghiuri 
să se arate că dreapta GG” este paralelă cu axa parabolei 


49. Pe dreapta GG' se ia un punct P astfel ca LP. = Aria (ABC) c; 
ý 0d f 77 aria (4'B'C') ' Sá 
se arate că punctul P este pe parabolă. 


b + b 
SS 3) (2 tE), or „a ): 
2p + 2p 2 2 y 


2* aria (ABC) = > aria 4'B'C'= A aria (ABC). 


nan (a — b)(b — c)(e — a) 
áp 


2 2 2 , N Va. 
go de 4- b +e x a+b+ >), c| ab E de + ca A Jn i 3 si mgg =0. i 
6p 3 6p 3 Y 
Epa E ON y al e : 
18p 3. $ 
97. 1°. Se E parabola y? = 2px, pe care se iau două puncte 3 
A şi j a ordonate yı şi Yo h 
(fig. V ). Sá se scrie ecuaţia A RET, 


cercului “o descris de AB ca 
diametru. 

22. Cercul C mai taie para- 
bola în două puncte A! şi B! 
"presupuse reale. Să se determine 
ecuaţia de gradul al doilea ale 
cărei rădăcini sint ordonatele 
punctelor A! şi Bl. 

Să se arate că dreptele AB 
şi A* Bl sînt egal înclinate pe Oz. 

3. Să se arate că dacă AB Fig. V.97 
trece prin focarul parabolei, 


condiţia ca punctele A! şi Bl să fie confundate este ca AB să facă cu 
agza Ox un unghi de 30% sau 150". 


Y; . 5 . . . 
R. 1* Avem A pa n) si B (F n), lar ecuația cercului cu centrul în 


C stii, E) este 
4p z 


y HV _ Vata 1 [gt — vă 
(o E) elor m) scz) tt au] 


25 — Culegere de probleme de matematică 
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4 
. 
y 
9 A 
| j f 
a n 4 - sai 
E, f f P? 
a q à $). yA ATI; Dai A FO 
dy: è E i cd > k TEI N ES 
q Y > al a e. hs y 
a a ta » 4 ed DA. a x 


g a PAR z d i ER 
' AOS pie 
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sau dezvoltind se obf!oe 


2 
ey AE = (n + nhy + VE + yY: = 0. (1) 
p 
2°, Coordonatele punctelor 41 si B! sînt soluțiile sistemului format de (1) si 
de ecuaţia parabolei 


| y" = 2ps. (2) 
Din (2) scoatem z = y?/2p si inlocuim în (1) obținem ecuația 


yi — (y? + y — 409) y? — Apèl + yaly + YiYolYada + 4p) =0.\ (3) 


Din (3) deducem ya + Ya = —(Y1 + ya) si yaya = YiYa + 4p”, iar ecuaţia ale cărei 

rădăcini sînt y si ya este . 
Y2+ (yı + Y) Y + YiYa + 4p? = 0. (4) 

a Ba, Y 
Rezultă imediat z == ŞI z, = —»+ 
2p 2p 
— 2 

Coeficientul unghiular al dreptei A1B1 este ma 17! = Va ZM = Digi dă 
Ta! — T3 Yı + Ya 


Ve TWh — P, de ulita rezultă că AB 


jaravela al dreptei AB este map = 
Za — Zi Yi TY 


si 41B1 sînt egal înclinate pe Oz. | 
3°. Focarul parabolei este în Ca o) iar ecuaţia dreptei AB este 


e -y 1 
2 
Y Yi 1 E 
2p - = 0, (5) 
2 
2 yy i 


des, 


şi punînd condiţia în (5) ca AB să treacă prin F se obţine £ (yı — Ya) + 
. i 


Pi 


4 E (Y — Y2) = 0, de unde y, — ya = 0 sau 
P | 


Yı = Ya Şi p? + ya = 0. | (6) 


Pentru ca A! gi B! să fie confundate este necesar ca ecuaţia (4) să aibă rădă- 
cini egale, adică trebuie ca 


(y + Ya)? — 4(Y1Y2 + 4p?) = 0 sau yı — Y: = + 4p. . (7) 
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A 


Din (6) si (7) rezultă y3 + 4pya + p? = 0, de unde y, = p(2 + /3), Ya = 


= p(—2 + V3) sau y, = (2 — V 3), y= p[-2 — Y 3). 
h 2 1% a 
În această situație avem man = P za ii a = 30° şi map = — 
moka V3 4 
a == 450%, unde a este unghiul pe care-l face AB cu axa Ox. 


98.. În raport cu un sistem de axe de coordonate rectangulare în plan, 
se consideră dreapta D definită de ecuaţia: 


A 
EN 


(D) : 22 sin? + 2y cos? — + cos a — 1 = 0, 


unde a este un parametru variabil. . 
1°. Să se arate că oricare ar fi valoarea parametrului a, dreapta D 
trece printr-un punct fix A ale cărei coordonate se cer. 
2°. Sá se scrie ecuatia parabolei care are focarul în A si directoarea 
reprezentată de ecuația y + 2 = Q si apoi să se traseze graficul acestei 
parabole. . | 


R: 1%. Ecuația dreptei se poate scrie astfel: sine > le—y+1)+y=0, 


de unde rezultă: că coordonatele punctului A sînt rădăcinile sistemului y = 0, 
z—y+1= 0, adică z = 1, y = 0. Se mai poate scrie ecuaţia dreptei sub forma 


z—1+y cotg? = = 0 de unde rezultă punctul fix (1, 0). 


2°. Parabola căutată este locul geometric al punctelor M(x, y) pentru care 


avem (2 — 1)? + y? = (y + 2)? de unde rezultă y = £ (e? — 2z — 3). 


„ Tabloul de variaţie al acestei funcții este: 


x — 00 —1 0 1 3 00 
y se mă pă Sep A LAS + t 
py +o -w Q o a —1 x 0 ax | 
A A IEEE MAA AAA IA 


min 
graficul fiind dat în fig. V.98. 


l 99. Coordonatele unui punct M din planul axelor de coordonate xOy 
sînt exprimate în funcţie de un parametru t, astfel: | 


=P, y=2t 
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Se cere: 
12. Curba descrisă de M cînd t variază pe R. 
9. Cum se exprimă cu ajutorul lui t coeficientul unghiular al dreptei 
ce uneşte originea O a axelor cu punctul M corespunzător unei valori 
=? 
3°. Ce relaţie trebuie să existe între două 
calori t, si ta ale lui t pentru ca dreptele OM, 
si OM, să fie perpendiculare (M, şi Ma 
fiind punctele corespunzătoare lui tı şi ta)? 
49. Care sînt coordonatele mijlocului I 
al segmentului M, Ms? Dar coordonatele celui 
de al patrulea virf P al dreptunghiului con- 
struit pe OM, si OM? 
5°, Ecuația locului geometrie lui P cînd 


es Fig. V.93 M, se deplasează pe curba de la 1°. Să se 
"48 afle elementele principale ale acestui loc. 
22 Rai 1, Eliminarea lui £ între coordonatele lui M conduce la y? = 4x, adicá 
IS o parabolă. cu focarul în F(1, 0). 
TA A Cui, t= avem M, (4, 24) şi coeficientul unghiular al dreptei OM, 
ppr este m = 2/t,. ' 
$i iri ge. Ca dreptele OM, şi OM, să fie perpendiculare trebuie sá avem 
—_ 124 E = 0 sau. | 

tila - 

4%. Coordonatele lui Z sînt TE 

= Ar si y= h + tz | f (2) 


dde 
, [i 
Li 


Tinínd seama de (1), relaţiile (2) devin: 


A 4 4 i 

pai d+ 16 A | 

t ES: é d z = ——— y= t= e : (3) 
i 24 t 


r 5 3 5 1 A 2 t 
| Ecuațiiledreptelor OM, şi OMasînt y = — 2, y = EAN Perpendiculara în M, 


pe ; pe OM, este 
KA | ` t 
“a yt = — = (z — ñ) (4) 
Wy. K JY x e | 
„iar perpendiculara in M, pe OM, este 
f ; y . . e 
y — 2h = — 22 (z t3) (5) 


> ud . 
4 
Dai >” e 
| > 


a. 


. E a ANER te E IN ai e Ata a > . 
~i : té q dle: Y i e de o “ia taraf. e Ci bo SS A E ahi ie. i; $ e + Ce pT 
~a IS Ay ay E Arii Ati A AA 7 3 PAP EA za LAS 
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5 fA i n 
Înlocuind în (5) pe t = — 7 , obținem 
> 1 
y 8 2 í 16 
ea ray E 6 
ty ti i) (6) 
Rezolvind sistemul format de (4) şi .(6) obținem cordonatele lui 
16 4 i 4 
P ¿LC = — -ļ- ti ŞI y = a — A ; (7) 
ti t 


5°. Eliminarea lui ż în relațiile (7) conduce la y? = 4(z — 8) sau punînd 
æ — 8 =X, avem 2? = 44, adică o parabolă cu focarul în F'(8 + 1,0). 

100. Înir-un sistem de axe perpendiculare se consideră parabola (P): 
rei e at 

1°. Să se exprime abscisele punctelor de intersecţie ale acestei parabole 
cu cercurile Cia, y) de ecuație £? 4 y? + 2ax + b = 0. 

Ce relaţie trebuie să existe între a și b pentru ca un cerc Cía, y) să fie 
bitangent la (P)? Să se scrie această ecuaţie sub forma b = f(a). 

Presupunind că cercurile Ciaj, 2? + y? + 2ax + fla) =Q sint bitan- 


gente, ce inegalitate trebuie să verifice a pentru ca punctele de contact ` 


să existe efectiv? 
| 2°. Să se scrie ecuaţia absciselor punctelor de intersecţie ale lui (P) 

cu cercurile Dim), 2? + y? + 2mx = 0. Ce se poate spune despre punctul 
„| de intersecţie fix? Să se găsească cercul comun al celor două familii Cía) 

şi Dim) | 

R: 1”. Abscisele comune cercurilor Cy) şi parabolei (P) sînt rădăcinile ecuaţiei 
a” + 2(a + 1)z + b = 0. Condiţia ca Cía, b)să fie bitangent parabolei (P) este 
b= + {a + 1) = fla). Din z? + y? + 2024 fl) =0 şi y?= 2s rezultă 
z* + 2(a + 1)z + (a + 1)= 0. Punînd condiţia ca discriminantul acestei ecuatii 
să fie > 0, rezultă inegalităţile a(a + 1) > 0 si (a + 1) (a + 2) > 0, de unde 
a E (— œ, —2)UL0, 00) U{— 1}; 2”. Ecuația absciselor curbelor Dim) şi P este 
2* + 2(m + 1)z = 0, punctul -fix. de intersecţie fiind originea.axelor de coor- 
donate. Cercul comun familiilor de cercuri z? + y? + 2mx = 0 şi x? -+ y? -+ 
T 2az + (a + 1) = 0 este z? + y? — 2s = 0. 


101. Raportate la același sistem x0y de axe ortogonale se dau curbele: 


{O TOT TE IA 


£ Hy — Tr + y= şi y=4x 


1°. Să se figureze aceste curbe, 
2. Sá se formeze ecuaţia care dă ordonatele punctelor comune celor 


două curbe gi să se rezolve știind că are o rădăcină dublă. Să se deducă 


că cele două curbe au comune punctele A(1,2),, B(4,_4) şi originea. 
„8% Să se scrie ecuaţiile normalelor în A şi B la curba y? = 4x şi 
sá se afle coordonatele punctului lor de intersecție C. 


y 


A Ai ji 4 de Y 
RNT 


Mitad 1o . PI ` îi e Xx i E $ 5 e PL e EN de A ui la: Ma Că DA a, a 
a A - F Š > o >t Me A ALN E as ho a dy! Hh Mi A E i 
DTG PAS BET AA A Ia AA IA ETES IA a 
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49, Să se scrie ecuaţia cercului cu centrul în C care trece prin punctul 
A, şi să se arate că ecuația ordonatelor comune a acestui cerc şi acurbei 
y? = 4x are o rădăcină triplă. 

R: 4* Prima ecuaţie reprezintă un cerc ce trece prin originea 
Cea de a doua ecuaţie reprezintă o parabolă 


axelor de coordo- 


nate şi are centrul în E — 3) 


cu vîrful în originea axelor şi focarul în F (1, 0). 

92 yi — 12y? + 16y = 0 Cu y = 0, Ya = Ya = 2, Ya = —4 punctele comune 
celor două curbe fiind O(0, 0), A(t, 2), B(4, —4). y i 

3° Ecuațiile celor două normale sînt z +y=3=03 2z — y — 12= 0, 
iar punctul lor de intersecție este C(5, — 2); & 2° + y? — 10r + ty — 3 =0 Și 
ecuația care dă ordonatele punctelor comune ale cercului cu centrul în C cu para- 
bola y? = 4x, este yt — 24y? + 4y — 3 = 0, CU Ynga = 2 9 Ya = — 9» 
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ey 


Capitolul VI i 


Probleme de sinteză 
AA ii can 2 A a mal E a 7 


1. Se dă sistemul de ecuații: 
(al + Be + ay pz = 1 
4x + 2y = 1 
16x + 4y = 
20y + 2y — 4z = 1. 


P. Să se găsească relația între œ şi B astfel ca sistemul să fie 
compatibil. | 

2”. Considerind pe œ şi B coordonate ale unui punct din planul axelor 
de coordonate, relația dintre a şi B reprezintă ecuaţia unei curbe; se cere 
să se calculeze funcțiile trigonometrice ale unghiului format de tangentele 
duse la această curbă în punctele A şi B în care intersectează axele de 
coordonate. 

3”. O dreaptă variabilă dusă prin A intersectează curba de la 2° în- 
tr-un al doilea punct C; să se găsească locul geometric al mijlocului M 
al segmentului AC. | | l 


K: 1°. Condiţia de compatibilitate a sistemului este 


a? + B? o B 1 
4 2 y 1 
A = d 0 = 0. s (1) 
16 4 0 1 
20 2 —4 1 


¿Determinantul (1) se dezvoltă după elementele coloanei a patra după ce mai 
întîi am scăzut linia a doua din celelalte. 


Găsim relaţia «? + B? — 6u + 486+8=0. (2) 
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lui P sînt z 


2%, Dacă a si B reprezintă coordonatele unui punct din plan, ecuaţia (2) 
reprezintă un cerc cu centrul în C,(3, —2) şi raza r = V5. Coordonatele punctelor 
A şi B se obţin făcînd B == 0 în (2); găsim A(2, 0), B(4, 0). 

Tangenta în A: 


æ — 2y — 2 = 0, (3) 
iar tangenta în B: 
Unghiul format de dreptele (3) şi (4) este dat de tg ọ = Ati AS 
1 + mma 
1 1 
ga p i yi N i Et. 
== = — $ Sing = > = >) coso = Vl — sin?ọ = >. 
A 3 Vi + tg?ọ- 5 | 5 
4 
3”. Ecuația (2) poate fi înlocuită cu | 
z? + y2—6z+ây+8=0. (5) 
O dreaptă variabilă care trece prin A are ecuația 
y = mlx — 2). (6) 


Intersectiile acestei drepte cu cercul sînt soluțiile sistemului format de ecuațiile 
M > m? — 2m + 2. om —2m + 1 
(5) si (6). Se găsesc punctele A(2, 0), C[2————, 2m —— |e. 
m? + 1 m? + 1 
Mijlocul P al segmentului AC are coordonatele 
Im — 2 — 
2m 2m + 3 da 2m + 1 


z= —— i 


r E (7) 
mi 41 m? + 41 


Eliminarea lui m între relaţiile (7) se face astfel: se ia o necunoscută auxiliară 
a = m + 1 (8) 


gi relaţiile (7) devin 


2x4 — 2m | 1 2—2 n 
ie ae a. , pan >; (9) 
a o 
din (9) se scoate 
5 i, 9 
PENE. AI o tod Bi A (10) 
gz + 2y +2 e + 2y + 2 
Li 
şi înlocuind (10) în (8) se obţine cercul 
æ? + y? — 5x + 2y + 6 = 0 cu cf21). (11) 


Altfel, Fie A'(&, B) celălalt punct al secantei ce trece prin A; coordonatele 
2 +x 
2 


¿=> Scriem că a şi B verifică (2) si obţinem (11). 


- 
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`> 2,1% Sá se rezolve sistemul: 
a+rb+ce=2 
4a + 2b + c = 2(m + 1) 
9a + 30 + c = 2(m + 1)? 
necunoscutele fiind a, b, c, tar m un parametru. 
2. Cu a, b, e găsiți la 1° se formează ecuaţia de gradul al doilea 
ax? + bz +c =Q. 


Să se studieze natura rădăcinilor 
acestei ecuatii cînd parametrul m ia 
valori pe R; i - 

3. Să se arate că notind cu z, 
x rădăcinile ecuaţiei precedente avem 
relația: 


2 - 
Y = 11% — Tı — dp == — 1 


şi apoi să se reprezinte‘ grafic funcția 


2 aa 
y===—t. ` Fig. VI.2 


x* 


R: 1° a = m?, b = m(2 — 3m),c = 2(m? — m + 1); 2° A =m*(m?—4m—4); 


2 | 
3” Graficul funcției y = = — 1 este dat în fig. VI.2, 
z 


3. Se dá ecuatia 


y — x =Vy + Ax+1)y + 42, unde x este o cantitate cunos- | 


culă și y necunoscută. 

19. Sá se rezolve ecuația exprimind in mod explicit pe y în funcție 
de z:y = f(x). Semnalind că y—a trebuie să fie pozitiv sau nul, să se 
găsească intervalul sau intervalele în care trebuie ales x pentru ca soluția 
găsită să convină. | A 

20. Se presupune că æ variază în limitele determinate mai sus; să 
se studieze variația funcţiei y = f(x), găsită la punctul 1° şi să se reprezinte 


grafic. RTIRAT 
39, Să se determine numerele a, b, e, d astfel ca funcția studiată să ia 


1 
forma ay = bes + e +; i 
PN H i 
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R: 10 y = a — hr , 2rEl—o, 2] U [= A ; o]: 2° Graficul funcţiei este 
2(22 + 1) 2 
> VI . 99 da Y a he AED Ed 
dat în fig. VI.3;3 a =2, 0 = O e 


4. Se dă ecuația in u: 


+21 =0, di) 


UY — Y —ULZ 


în cure x, y se consideră coordonatele 
unui punct M situat în planul azelor 
de coordonate xOy, presupuse per- 
pendiculare. 

49. Se cere să se stabilească pozi- 
tia punctului M pentru ca rădăcinile 
ecuaţiei (1) să fie: a) egale între ele; 
b) reale; €) pozitive. 

2. Presupunind =2 și y=1, 
să se studieze şi să se reprezinte grafic 
primul membru al ecuaţiei (1), con- 
siderat ca funcție de u. 

R: 1%. So presupune că 


Fig. VI.3 | P = (uy — x) (y — uz) + 0 şi eliminind 
numitori în (1) se obține ecuația ' 


zly — 1Ju2 — (a? + y? — 2y)u + zly — 1) = 0. (2) 
Discriminantul ecuației (2) este: 


A = (z + ylle + y — 2)lz — plz — y +72). (3) 


a) Pentru ca rădăcinile ecuației (2) să fie egale este necesar să avem A= 
= 0. Cum însă din (2) se vede că produsul rădăcinilor este constant si egal cu 1, 
rezultă că u= + 1 şi P = (y + a). Dacă A = 0, tinind seama de (3), avem 
condiţiile z + y = 0, 24 y-2=0, 2—y+2=0, din care se exclud + y=0 
deoarece P = (y + 2)? Æ 0, În concluzie, pentru ca rădăcinile ecuaţiei (1) să fie 
egale, ip Apei ca punctul M să se găsească pe una din dreptele x + y — 2 = 0, 
z-y+2=0 

b) Pentru ca rădăcinile ecuaţiei (1) să fie reale trebuie să avem A > 0, sau 


(z + yz + y — 2z — y)le — y + 2) > 0. (4) 


Separarea planului în regiuni nu comportă nici o diticultate, rezultatul fiind concre- 
tizat în fig. VI.4, a. 

c) Rădăcinile ecuaţiei (1) sint pozitive (fiind mai întii reale) dacă suma si 
produsul lor sînt pozitive, adică dacă punctul M se găseşte in una din regiunile 
pozitive din fig. VI,4, a. 
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Separat însă de această condiţie, punctul M trebuie să îndeplinească si alte 
condiţii suplimentare. l 
Într-adevăr, calculind suma şi produsul rădăcinilor ecuaţiei (1) avem 


e ale y? — 2y a aly — 1)(a? + y? — 2y) 
aly — 1) ay 1]? | 6 


şi P=1 (aşa cum s-a arălat mai înainte), 


(| 
a 
n 
|] 
s 
TL 
e 
. 
s 
CJ 


Fig. VIA 


În consecinţă trebuie să avem și 


ely — 1)(2% + y? — 2y) > 0, (6) 
pentru ca rădăcinile ecuaţiei să fie pozitive, 
că Pale a a inegalității (6) nu prezintă nici o greutate, observ înd 
ra Dir” Na y—1=0 o dreaptă paralelă la axa aa”, iar 4 y?— 
y reprezintá nn cerc cu centrul în C(0, 1) sir = 1. 
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Rezultatele inegalitátilor (4) si (6) sînt concretizate în fig. VI.4, b. 
u 


9. Tabloul de variaţie al funcţiei f(u) = —— + <———. Sau inlocuind 
u— 2 1 — 2u 
la) =-—— + este: i 
pe u cu 2, fix) = > PER 
z — 00 —1 0 1/2 1 2 + bo 
GERA EN EE 
Mal == 0+- + Y yo 0 de rios 
aie A 
f(x) id ss a —3 x —oœ | +0 A 0 
= min l max 


iar graficul este dat în fig. VI.4, c. 
5. 4°, Să se rezolve ecuaţia x£? — 4r? — Ax + 16 =Q ştiind că 
LiT + Tg = 0. y s 

o. Se consideră în planul axelor de coordonate xOy punctele P, şi 
P, ale căror abscise sînt douá din rădăcinile mai mici ale ecuației de la 
punctul 4°, ordonalele corespunzătoare fiind zero. Prin P, şi P, se duce 
un cerc variabil. Se duce apoi o dreaptă perpendiculară pe Ox care este tan- 
gentă cercului variabil în P. 

Să se găsească locul geometric al punctului P. 

3°, Pe curba reprezentativă a locului geometric de la 2° se ia un punct M 
în care se duce o tangentă ce intersectează asimptotele curbei în Q, şi Qə- 
"Să se calculeze aria triunghiului 0Q,Q» 
şt să se interpreteze rezultatul obținut. 

R: 1°. Din relația de condiție rezultă că 
zuza = — Za; finind seama că zizaza = 16, 
rezultă z = + 4. Celelalte rădăcini se obțin 
folosind relațiile între coeficienții si rădăcinile 
ecuației date; rezultă zı ¿ = + 2 corespunzător 
rădăcinii za = 4. PON 

Se va observa că T, = — 4 nu verifică 
ecuația si în consecință rámin rădăcinile za = 
= — 2, Ta = 2, 13 = 4. . 
„2% Avem deci P,(—2, 0), P2(2, 0) (fig. V1.5), 
iar cercul variabil are ecuaţia 


at + (y — B)? = r2, (1) 
Fig. VI.5 unde r? = p + 4 şi (4) devine 
at + y? 2By — 4 =0. (2) 
Dacă x și y sînt coordonatele lui P, rezultă 
a? = Bë aşi yè = B, (3) 


' 
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SE 


` 


Pa » DAA 
, x e, SI AA A ata A n aia 
EAST AAA a AN a T 


Eliminarea lui ß între relaţiile (3) conduce la 
ES AS (4) 


ecuaţie ce reprezintă o hiperbolá echilateră cu semiaxele a = b = 2. 
3°, Fie M(a, Va? — 4) un punct pe hiperbola (4); ecuaţia langentei la hiper- 
bolă în acest punct este 


ax — Va —4'y—4= 0. (5) 
Asimptotele hiperbolei sint cele douá bisectoare ale axelor de coordonate 
a y =0. | (5) 
Intersectind (5) cu (6) rezultă punctele Q, | Mit e , ==) 
a — Va2— 4 a — Pu? — 4 
e == ¿ RAP E . Aria triunghiului QQ,Q, este | 
0 0 1 
š 4 4 
s=+2 a — Vat.. k: «a-—fa—4 1 = 4 = const, 
E 4 r 


"a 4 Vx —4 a + Vaz —a4 


ceea ce era de așteptat conform teoremei cunoscute că aria triunghiului format 


de o tangentă oarecare a unei hiperbole-si de asimptote este constantă şi egală 
cu a- b(a, b fiind semiaxele hiperbolei). 


6. 1%. Să se rezolve ecuaţia -xt — 1223 + 5322 — 102z +a = 0- 
şi să se determine apoi a, ştiind că ecuaţia admite o rădăcină dublă în- 


treagă. a 

2%. Rădăcinile simple ale ecuaţiei sînt semiaxele unei elipse cu centrul 
în originea axelor de coordonate. O coardă variabilă paralelă cu axa 
mică a elipsei, o intersectează pe aceasta în P şi Q; se unesc extremitățile 
A şi A” ale axei mari cu P şi Q. Să se găsească locul geometric al punctului 
de intersecţie al dreptelor AP, A'Q.' 

3". Se duce apoi o coardă variabilă RS paralelă cu axa mare a elipsei 
şi se unesc extremitățile B, B' ale axei mici cu R şi S; să segáseasci 
locul geometric al punctului de intersecţie a dreptelor BR, B'S. 


4°, Ce relaţie există între curbele reprezentative ale locurilor geome- - 


trice de la 2° și 3°? Se pot duce la aceste curbe tangente paralele cu o direcție 
dată m? 


R: 1% Din enunţ avem sı = ze; determinarea rădăcinilor se poate face: 


fie folosind relaţiile dintre coeficienţi şi rădăcini, fie punînd condiţia ca polinomul 


din membrul întîi al ecuaţiei date şi derivata acestuia să aibă un divizor comun 


de gradul întîi, Se găseşte x, = za = 3; apoi, cu ușurință rezultă ay = 4, 21 = 2 
$a=2*3:3>-4=72, 


. 


e, 
F 


+ 4 A hu 


i 
` 


` - 


/ ` è Lă 
$ 


y 
A 


ni, e. / 
- 
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» 
jt 


- Diao > 
te? ` 
” T 
il 


xi e 


Ed e Y cl 
ALT A 


LA 
Fe 


AS 


o mă 4 ÎN E 
gi EN abr E È e 
ll Mo Ea 


4 Sa, 


— san. A AA 


2 2 
2°, Ecualia elipsei este ret T — 1 = 0, šau 
a + 4y? — 16 = 0, (1) 
Fie 
æ = À (2) 
o paralelă cu axa mică a elipsei. Coordonatele lui P și Q sînt soluțiile sistemului 
» ». b à è e Ar 
format din ecuaţiile (1) si (2). Se obţine P [> E) V16 — %),0(», O — z) : 


Ecuația dreptei AP ceste: 


& Y 1 
4 o 4 
(42): = 0 
A A 15 — At A 
2 a 
sau ; 
V16 = X. gz — 24 — My + 4 V16 — X= 0.. (3) 
Similar se găseşte ecuația dreptei (4'Q): 
V16 =x -æ+ 20 + 4y + 4/16 — x= 0. (4) 


O dreaptă variabilă, paralelă cu axa mare a elipsei are ecuaţia y = A. Procedind 
ca mai sus se obţin ecuaţiile dreptelor (BR): 


(2 — a+ 2/42 y A Va X = 0. (5) 
si (B'S): Lo, 
(24 a+ 2422 y + 4/42 =0. ? (6) 


Locul geometric al punctului T de intersecţie al dreptelor (4P) şi (4'0) se 
obţine eliminind pe A între (3) si (4). Se adună ecuaţiile (3) şi (4) şi se obține 


pra Y, (7) 

Se rafionalizeazá (7) si se obrne uşor A = azi 4y* „ Inlocuind această va- 
loare în (3) si (4) se obţine i 

E AN y d, (8) 


adică o hiperbolă avînd aceleași semiaxe cu elipsa dată. Elimintad apoi pe A 
p > p pot pe 


„între (5) si (6) se obţine locul 


i par în A în 
i A 0, y (9) 


$ 


adică o hiperbolá conjugată cu aceea obținută mai înainte (8), 
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Ecuațiile tangentelor paralele cu o direcţie dată la hiperbola (8) sînt 

y = mg + Vim? — 22, (10) 
“iar ale tangentelor paralele cu aceeaşi direcţie m la hiperbola (9) sînt 
y = ma + VIET Zem, id 
i că 1 1 4 
Din (10) rezultă că me E yd O a Jul; | o), iar din (11) rezultă 
că m jagi 3) În concluzie, singurele tangente comune la cele două 
Li 


hiperbole sînt asimptotele y = + A e 


7. Se dă ecuaţia 2x5 + 6x1 — 3x? — 181? — 4r — 24 =0 şi se 
iau pe Ox punctele A şi A" ale căror abscise sînt rădăcinile negative ale 
ecuaţiei de mai sus, iar pe Oy un punct B avind ordonata egală cu rădă- 
cina pozilivă a ecuaţiei. Fie M(A, 0) un punct variabil pe Ox. Se cere: 

4%. Să se scrie ecuaţiile cercurilor circumscrise triunghiurilor ABM 
şi A'BM. | 

a 2° Locul centrelor acestor cercuri şi raportul razelor. 
| R: 1*. Rădăcinile ecuaţiei sint: —6; —2; 2; + i. 
Cercul circumscris triunghiului ABM are ecuaţia | 


z? + y? + (2 — Na + (A — 2)y — 2 = 0, (1) 

iar cercul circumscris triunghiului 4A'B are ecuaţia ' 
a+ y? + (6 — Az + (32 — 2)y — 64 = 0. (2) 
2°, Locul centrului cercului (1) se află eliminind pe à între coordonatele 
centrului acestui cerc z = — e , Y = — AZ ; rezultă locul z + y= 0, 


adică bisectoarea a doua a axelor, ceea ce era de așteptat, dat fiind faptul că cen- 
trul acestui cerc se găseşte pe mediatoarea segmentului AB (fixă), care este chiar 
bisectoarea a doua a axelor. h | 
Locul geometric al cercului (2) se află asemănător ca mai sus; se găseşte . 
dreapta 3z + y + 8 = 0, adică mediatoarea segmentului 4“B (fixă). 


| 22? — 2)? ME 
Raza cercului (1) este ri = [= > + E à ) + 2 = z , lar raza 


2 9 2 
~ - 


/ 
e —AÁ 2 E e 2 2 5 12 4 3 
cercului (2) este 72 = [= oA d [= 8A - ) + GA E tl a de unde rezultă 
i 2 a. 2 


Mud 


` 
A 


că r,/r, = 1 N5. 


8, 19. Sá se rezolve ecuația x5 — hat + 6919 — 14022 + 72 + 
+ 60 = 0 ştiind că una din rădăcini este 3 + i, iar alta 1 + y2. 
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2. Rădăcina întreagă a ecuaţiei de mai sus este abscisa unui punct A 
situat pe dreapta 3x + 4y = 50. Să se scrie ecuaţia cercului tangent în A 
dreptei date și trecînd prin punctul (— 10, 0). | 

3°. Să se afle apoi locul geometric al mijloacelor coardelor duse in 
cercul de la 2°, paralele cu Oy și limitate de axa Oz. pi e 

R: 1°. Rădăcinile ecuaţiei sint zi = 3 £ i, Zau = 1 2/2, z; = 6. 

50— 3.6 

4 

Fie (x, 8) coordonatele centrului cercului căutat; raza acestui cerc este egală cu 


2°, Ordonata punctului A este y = = 8 si deci avem A(6, 8). 


A distanţa de la centrul cercului la dreapta 3z + 4y = 50, adicăr = 3x + 48—50 y 


5 
Ecuația cercului este deci 


(1) 


(z — a)? + (y — f)? = E 


5 


Punînd condiţia ca cercul (1) să treacă prin punctele (—10, 0) şi A(6, 8) se 
obține cercul 


z? + y? = 100. (2) 
3”, Fie | 
4 z=m, (3) 


A ecuatia unci drepte variabile paralelá cu Oy; intersectiile acestei drepte cu cercul 
(2) sînt soluţiile sistemului format de (2) şi (3) iar mijloacele coardelor limitate 
de cerc şi Uz au coordonatele 


y 100 — m? 


ri a Ador eat API (4) 
pi If E A 5 z? y? 
e Eliminînd pe m între relaţiile (4) obţinem elipsa T + P =1=0. 

i Că 9. 19. Se dă ecuația x5 —2at + ar? + bz + c = 0, în care a. b. c 
Ki. ; E A > JA ia Ca 
¿~ sint trel parametri variabili. Se cere să se determine b, c în funcție de a, 

i» punind condiția ca ecuaţia să admită o rădăcină egală cu 1 + i. 

8) 2". Să se discute apoi ecuația după diferite- valori ale lui a. 

bi 3”. În cazul cînd ecuaţia respectivă are trei rădăcini reale distincte, 
h 


se consideră punctele de pe Ox avînd ca abscise aceste rădăcini. Se cere să 
ei se cerceteze dacă se poate determina a în acest caz, astfel ca aceste trei puncte 
„împreună cu originea axelor să formeze o diviziune armonică. 


SE R: 1°, Se pune condiția ca membrul intii al ecuației date să se împartă 
e la {x — (1 + i)] [x — (1— i)] = x? — 2r + 2 si se găseşte (scriind că restul 
Sai împărțirii este identic nul) b = 4 — 2a, c = 2a — 8. 

PS i 2°, Ținînd seama de valorile aflate, ecuația dată se scrie astfel: z5 — 2x1 + 
i tar? t (2? — a) x Aa — 4) = (x? — 22 + 2) (z3 — 2r + a— 4)=0. 
Ma. 

ds 
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Ecuația ce urmează a se discula este deci z? — 22 + a — 4 = 0. 
go, Flo Alzi, 0), Blza, 0), Clza, 0) şi O(0, 0) punctele de pe Oz, unde z,, zs, 

æ sînt rădăcinile ecuaţiei de la 2°. Pentru ca aceste puncte să formeze o diviziune 
| CR AB 


armonică trebuie să avem relaţia — + —- = 0, sau înlocuind segmentele cu 
CO AO 
> i . Ta — Ta Ti. — Loa 
abscisele respective avem == 4 == 0, sau 
Data — tita — tı = 0. (1) 


Asociem relaţia (1) cu celelalte relaţii dintre coeficienţi gi rădăcini ale ecuaţiei 
ză — 2x + a — 4 = 0, adică : 


21 + 22 + z3 = 0, (2) 
La Sia ata + Lat = —2, (3) 
T¡ToTg = 4 — a. (4) 
Fo 

Combinind convenabil primele trei relaţii găsim a = als +23). 
10. 1%. Să se rezolve ecuaţia 25 — at — 31238 + 49x2 + 1982 — 

— 360 = 0. 4 
2 2. Rădăcinile acestei ecuaţii în ordinea crescătoare fiind a, b, c, d, e, 


se consideră elipsa a?|a2 + y? Je? — 1 = 0, și dreapta zje + y|d—1 = 
| =0. Să se scrie ecuaţiile tangentelor la elipsă paralele cu dreapta dată. 
4 3. Sá se găsească ecuaţia cercului cu centrul în focarul F al elipsei 
date si care să treacă prin. originea axelor de coordonate. 
4”. Considerind pe elipsă un punct variabil Q, se cere'să se afle locul 
geometric al punctului P care imparte segmentul OQ în raportul 0P|0Q=3. 
| R: 1°. Rădăcinile ecuaţiei sînt: —5, —3, 2, 3 si 4. 
| 2”. Ecuația elipsei x?/25 + y?/16 — 1 = 0, iar ecuaţia dreptei z/2 + y/3 — 
-  —1=0, Ecuațiile tangentelor paralele cu dreapta dată sînt y = — ei 


f 9 
, am IE F% + 16 etc. 


3°. Ecuația cercului cu centrul în F este (z — 3)? + y? = 9, sau a+ 
+ y? — 6z = 0. , 


| e | e 
„de pe segmentul OQ sînt: z = 3«, y = E V25— a?, Locul lui P se află eli- 
| . | 5 


minînd pe « între coordonatele acestuia. Se obține 22/152 + y*/12? —1=0, 
adică o elipsă cu semiaxele de trei ori mai mari ca acelea ale elipsei date. 


11. 1%. Să se rezolve ecuaţia a5/4 — axt + ES je + (6a — 


=~ 


| eE a Ă fi AIE Iz 
— 1)22 — 2a(3a — 2)x — 4a? = 0 ştiind că admite rădăcina 4 + \3 
$e că a este un număr rational. Aplicaţie numerică: a = 4. 


A, yA 


1 « 
uy 
Cra e 


Y ? S c - i . pE f Fi u Di 
¿sb E. ~ se M o A Po ds 3 í PAN a S 
a pa, AS b'id ARAS AT . S Dă | NA PRA : $ x 
YA DA AA ORA ¿a UCLA iad cau) 7, OA NY AGA 2 OA Id ù 
a za sui . N = Aa OF tii PN tAr ' i >. SS y“ TES. ~ E 
PA pe, ARE ¿Qe la OEA IDA ARAS ar tc) cil as 


| 4°, Fie o(s, b DEG un punct pe elipsă; coordonatele punctului P 
a , 


- eS . e 
r y p , 
” a 
> La 7 ai . A o Y 
ELFI A ; A de. ys 
AAA E 


EF, - P 
EENE 
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` punctele A(1, 2) si M| 


2°. Pe parabola y? = 4x se iau punctele P,, P}, P} respectiv de ordo- 
nate — 3, 2 şi 4. Sá se scrie ecuaţiile tangentelor la parabolă în aceste 
puncte şi să se afle coordonatele virfurilor Ti, Ta, Ta ale triunghiului format 
de cele trei tangente (luate două cite două), precum și coordonatele punc- 
telor Pşi T ale centrelor de greutate ale triunghiurilor P,P¿Py şi T,T,T.. 

3. Să se demonstreze că avem aria (PPP) = 2 aria (T,T¿T3) şi 
că dreapta PT este perpendiculară pe directoarea parabolei. : 

R: 1°. Ecuația admitind ca rădăcină pe 1+ V3 admite și pe 1 — V3; prin 
urmare polinomul P(x) din membrul întii al ecuaţiei date se imparte la Q(z) = 
= [e — (1 + V3)] [z — (1 — V3)] = a? — 2x — 2. Se verifică uşor că P(z) = 
= (x — 2a)? (x + 2) Q(z). Rezultă că rădăcinile ecuaţiei date sînt x, = z = 2a, 
x = —2, zas = 1 + V3. Pentru a = 4, 2, = 2, = 8. 


2°. Cele trei puncte de pe parabolă, de coordonate date sint P, E i =3) 
Py(1, 2), Pz (4, 4). Tangenta în P,: yy, = 2(x + x,),sau înlocuind — 3y = 2 (= + 


+ 3) , Sau 4z + 6y + 9 = 0. Asemănător găsim tangenta în Pa: z — y +1=0 


şi în P: x — 2y + 4 = 0. Coordonatele virfurilor triunghiului format de cele 
trei tangente se află rezolvind Succesiv sistemele formate din ecuaţiile a cite două 


tangente. Se găseşte 7, [=> a); r|- 25) T; (2, 3). Fără greutate 


: 5 21 
ăsim T |— —, 1|, P|—, 1]. 
d | 6 ) E 


3”. Aria triunghiului format de punctele P,, P,, P,, este 


> ro nd 
1 A 
S, = E = — , lar aceea formată de 
TS IE: 2 J 4 
la 4 1 
punctele Ti; T,, Ty este / 
A E 1 
2 2 
S ? 1 = 5 
e5 E7 jg: -- 1 8 
2 
2 3 1 


de unde S$, = 25,. Dreapta PT, perpendiculară pe directoarea parabolei, are 
ecuaţia y — 1 = 0. (A se vedea si problema 96, cap. V). 


12. În sistemul axelor de coordonate rectangulare xOy se consideră 


SI E. ), unde teR. 
148.140 
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19. Să se determine coe[icientul unghiular m al dreptei AM, în func- 
tie de 1. POR | 

22. Să se studieze variația lui m şi să se reprezinte grafic curba cores- 
punzáioare. i 

3°. Să se arate că există pe axa xx’ un punct fix C, a cărui distanţă 
piná la punctul M nu depinde de t. Să se arate ce legătură este între aceste 
rezultate şi variația lui m. 

iba Ale di 4 

bă 7 
2. Tabloul de variaţie al funcţiei (1) este: 


t —00 0 2 4 + 00 
m? + | 3 — ...0 + 
m | dado ros 15/8 AS. Z 
iar graficul este dat în fig. V1.12, a. l 
l y A (42) 
PP 


M, (10) 


Dd 
Fig. VI,12 
20 A Li d $ t > i 
3, Fie Clu, 0) un punct pe Oz; avem 1/03 = [a — =: îi +f ;) a 
14e e 
dezvoltîind obţinem: 
MOR = att + (24? — 2a 4- 14° (a — u (2) 
AREA 
26x ' 403 


a A A E A A li R 


m 
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Pentru ca membrul al doilea din (2) sá fie independent de £, trebuie să avem: 


2 ARA 
a? _ 2a 2a + 1 __ (2 1) (3) 
1 2 1 


1 A E 
Din (3) se obţine « = A şi prin urmare avem C E o); Aceasta înseamnă 
2 


că punctul C este centrul unui cerc de rază CM, punctul M aparfinind acestui 


cerc, fig. VI.12, d. 


Într-adevăr, eliminînd pe t între- coordonatele lui M se obţine cercul 


e-i s 


Pentru t = 0, avem M,(1, 0) situat pe Ox; dreapta AM, este tangentă la 
cercul respectiv si coeficientul unghiular m este infinit. Cea de a doua tangentă 


r de A 4 
dusă din A la cercul (4) atinge cercul în M’ şi coeficientul unghiular este m = a 


pentru t= 4. Cînd t> +%, z =y=0 sim=?2 (originea axelor). Cînd M 


= descrie semicercul. situat: sub Oz, .t variază de la — co la 0 şi m creşte de la 2 


la + co. Cînd M descrie semícercul situat deasupra lui Oz (în sens, trigonome- 


tric) t variază de la 0 la + co, iar m descreşte de la + co la 2 ajungind în M'; 


4 > An Y 1 p 2 pă pea 
apoi descrește în continuare pînă la T in M’ (minim), după care creste pînă la 2, 


ajungînd în 0. i 
13. Pe o dreaptă care se roteşte în jurul unui punct. fix P(a, 0) se 
consideră punctul A în care aceasta taie axa Oy şi un punct B ales 


asifel încît PA = AB. Se cere: 

19. Să se afle locul geometric al punctului M de intersecţie a perpen- 
dicularei in A pe AP cu paralela dusă la axa Ox prin B. 

2. Să se demonstreze că cercul descris de MP ca diametru este tangent 
în A azei Oy. | 

3. Să se calculeze aria cuprinsă între curba reprezentativă a locului 
lui M, axa Oz şi dreapta MP, în cazul cînd AP face cu axele de coordo- 
nate unghiuri egale. 

R: 1°. Ecuația dreptei PA este y = m (x — a); avem deci A(0, —ma), 
B(—a, —2ma). Ecuația dreptei BM este 

y = — 2ma, (1) 


iar a dreptei AM este 
y+ ma= =, DE 
m 
Locul lui M se află eliminind pe m între (1) şi (2); obținem parabola 
y? = az, | (3) 
cu virful in O și focarul în P(a, 0). 
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92. Cercul MAP are centrul în C(x, 6) unde « gi B sînt coordonatele mijlo- 
a(1 + m?) 
2 
zalm i) şi deci ecuaţia acestui cerc este: 


: 4 MP 
culuisegmentului PM; avem g = , p = — ma, Raza cercului AT == 


E a all + | + (y + ma) = a2(m2 + 1) 


9 4 
sau 
a? + y? — a(m? + 1) a + 2may + ma? = 0. (4) 
Fácind z = 0 în (4), obţinem (y— ma)? = 0, adică cercul este tangent la Oy in A. 
a i l 
3° Aria este A = avaf Vzdz = 1a?//3. 
¿ i 


14. În sistemul axelor rectangulare xOy se ia un punct fix A(3, 0) 
şi un punci mobil B(0, A). Se cere: | 

4*. Ecuația dreptei AB. | 

2. Ecuația perpendicularei în A pe dreapta AB. 

3”. Ecuatia paralelei prin B la Oz. 

49. Locul geometric al punctului N de intersecție a dreptelor de la 
i şi 3r: ? 


sale. 
6°. Ecuația tangentei la locul 4, paralelă cu prima bisectoare a 


axelor de coordonate. Coordonatele punctului de tangenţă. 
7°. Aria mărginită de curba reprezentativă a locului 5”, aza Uz, 


dreapta z = 3 şi de paralela la Oy dusă prin focarul curbei de la 5°. 
R: 1°. Ecuația dreptei AB este: Š + =. — 1=0,sau Ax + 3y — 3A = 0. (1) 
2°. Ecuația perpendicularei în A pe AB este \ 
, 3 Li y . 
= — (x — 3). 2 
Ara ) (2) 


3”. Paralela prin B la Ox: y = >. 


4°, Coordonatele lui N: gz = a Y y = A. Locul geometric al lui Y se 


aflá eliminînd pe 2 între coordonatele acestuia. Rezultă locul geometric 
y? = 3 (æ — 3), (3) 


adică o parabolă cu virful în A si cu focarul în punctul F (a an R , o). 
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5. Diagrama locului este dalá în fig. VI.14. > q 
6°. Ecuația tangentei la parabolă, paralelă cu direcţia m = 1, este y = 


= mă + -P_, unde X = z — 3 si p= ni înlocuind avem în final ecuaţia 
2m y 


tangentei 


9 
Y = T——8e (4) 
LA 


Coordonatele punctului de contact se determină rezolvînd sistemul format 
r K ha 3 
de (3) si (4). Găsim 2 = — (abscisa focarului) şi y = ri 
7°. Aria căutată este 
15 
A a Vii —3) de = 
3 


3 
= aţi Y zdz =/3x să A 
o 8 


. v . 2 2 
15. Se consideră elipsa + e =0, 


1°. Să se găsească punctele de pe elipsă 
în care tangentele respective fac cu axa Ox 
Fig. VI.14 un unghi de 45° şi să se scrie ecuația 
tangentei în unul din puncte. 
2. Se consideră un punct variabil pe elipsă, care se uneşte cu extre- 
mităţile A şi A, ale azei mart; să se afle locul geometric al ortocentrului 
triunghiului AMA,. 


3. Sá se afle aria mărginită de elipsă, axa Ox şi dreptele x = — 2 
ŞI z = +2. 
R: 1°. Ecuația tangentei într-un punct (za, Yo) de pe elipsă este 
ZTo YY _4=0, (1) 
16 4 
Punem condiţia ca coeficientul unghiular al dreptei (1) să fie egal cu 1; 
avem —“% = 4, de unde | 
470 
Ty = —4Yp + (2) 
Dar punctul (zo, yo) se află pe elipsă, deci avem 
a+ 4y— 16=0, (3) 
r i R., ME A . 
Din (2) şi (3) deducem xy = + ML gi yo = + 2) 5. Ecuația tangentei 
5 
— de exemplu — în punctul ( - LULA al >) este s — y + 2/5 =0. 
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2°, Fie M(x, P) un pos variabil pe elipsa dată; locul geometric al ortocen- 
trului triunghiului AMA, se află eliminind pe g si B dintre ecuația dreptei 
x= a (una din înălțimi), a dreptei perpendiculară din A, pe MA (o a doua inál- 
timo) si relaţia: 

a? -+ 482 — 16 = 0, (4) 


(M se găseşte pe elipsă). Ecuația perpendicularei din A, pe MA este y = 
dio ls (e + 4); de unde rezultá cá 


= 


h— a 


p = (2 + 4). (5) 


Inlocuim in (5) pe a cua şi apoi pe « şi B cu valorile obţinute în (4). Se 


5 i T. Y” — = 
găseşte elipsa za + ne 4 =0, 


3%. Aria căutată este A = 2 y VB — zdz, integrală care se calculează 
făcînd schimbarea de variabilă z = 4 sint, de unde dz = 4 cost: dt etc. 

16. Se dă dreapta (D) :2x — 3y + 6 = 0 şi se cere: 

4°, Să se afle ecuaţia parabolei cu virful în originea axelor de coor- 
donate şi tangentă la dreapta (D). 

9. Să se afle aria cuprinsă între ramura parabolei de la 1°, axa Ox 
si ordonatele corespunzăloare punctului de tangenţă al dreptei (D) şi 
cea corespunzătoare abscisei x = 1. 

3°. Pe parabola determinată la 1° se consideră un punct P mobil; 
se ia pe Ox un punct fix A şi se duce prin el o paralelă la tangenta în 
P, care taie dreapta FP in M. Se cere locul geometric al punctului M, 
cînd P se deplasează pe parabolă. 

B: 1°, Fie 

y? = 2 pz, (1) 
ecuația parabolei cu vîrful în originea axelor de coordonate. Intersectiile acestei 
parabole cu dreapta Y 

2% — 3y + 6 = 0, (2) 
sînt soluțiile sistemului format de ecuația acestei drepte si aceea a parabolei. 


Din (2) scoatem y = => si introducind aceastá valoare în (1) obţinem 


ha? + 6(4 — Bp)e + 36 = 0. | (3) 
Punînd condiţia ca ecuaţia (3) să aibă o rădăcină dublă (discriminantul nul) 
găsim p = 8/3. În acest caz ecuaţia parabolei este y? = = iar dreapta (2) 


este tangentă acestei parabole, înlocuind p = 8/3 în (3) obţinem x, = ta = 3. 


Rezultă P(3, 4). 
16 8 


7 
92, Aria căutată este A = | IE es (vă — sVăje 
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3”. Fie P(«, 6) un punct variabil pe parabolă; tangenta in P la parabolă 
este By = D (x + a), sau 


8x — 3BBy +-8a = 0, : (4) 

E coeficientul unghiular fiind m = X 
|; id Ecuația dreptei FP este 
fo >. y 1 

a B 1 = 0 

4/3 0 4 
i sau 
Y 4 4 
x e A E I ETN —B=0, 5 
3, Bz + [au — ze 6 
E Fie A(a, 0) un punct fix pe axa Oz; ecuaţia unei drepte ce trece prin A şi . 


este paralelă cu tangenta în P, are ecuaţia y = T (x — a) sau 


8x — 3fy — 8a = 0. : > (6) 
Locul lui M se află eliminînd pe « si B între (5), (6) şi 
16 
2 = i 7 
pi = za 0) 


E »  (punctulP se află pe parabolă). Locul este cercul z? + y? — 70 4- T — a=0 


ed „cu centrul în F gi cu raza r = | = —a|e 

00 17. 1°. În sistemul axelor de coordonate xOy se consideră pe Oz 
„Punctul A(2, 0) şi un punct variabil B(0, B) pe Oy. Dreapta dusă prin 
„Origine şi perpendiculară pe AB, taie pe aceasta în P; să se găsească locul 
4 geometric al punctului P. 

de 2°. Se consideră apoi ecuaţia 

ai zy => a (1) 


„Și se cere să se discute cu ajutorul teoremei lui Rolle ecuația în x care 
== dă abscisele punctelor de intersecție ale curbei loc geometric de la 1*, si 
„curba reprezentativă (1), cînd a? ia valori în intervalul [0, + oo). Să se 


A traseze graficele celor două curbe reprezentative pentru cazurile particu- 
¡010,34 [ h 3 == 
| Xe lare a? = 0, a? = 2V3; 
> 2 
is 
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R: 1°. Ecuația dreptei OP este 


2 
pal (2) 
iar a dreptei AB este 
Ba + 2y — 28 =0. (8) 
Locul lui P se află eliminind pe $ între (2) si (3); se obţine 
æ? + y? — 2r = 0. i (a) 


(cerc cu centrul în C(1, 0) si raza egală cu 1). 
2°, Abscisele punctelor de intersecţie ale curbelor (1) şi (4) se află eliminind 
pe y între ecuaţiile respective; obţinem ecuația 


hat — 8x? + a1=0. | (5) 


Sirul lui Rolle pentru ecuația (5) este 


fl=c0) | fto) (=) no) 


+o | (0%) (ep (218) + 00 


De menţionat că ecuaţia (5) are maximum două rădăcini reale, 


>; ES e se . + 
Rezultă că pentru a? = 0 gi a? = 343 E ecuaţia (5) are rădăcini duble, res- 
3 l | 
pectiv 1, = z = 0 şi 2, = 2, = a Cind a? = 0 ecuația (1) devine 2y= 0, 


sau z = 0, y = 0, adică ecuațiile axelor de coordonate; pentru a? = ut ecua- 


fia (1) devine zy = E E adicá o hiperbolá echilaterá avind axele de coordonate 
A 
ca asimptote. 


18. Se dă cercul (0) de rază r cu centrul în originea axelor de coordo- 
nate. Se consideră un punct M pe cerc şi se duce tangenta RT (R pe 


Oy şi T pe Ox) la acest cerc. Fie A și B proiecţiile lui M pe axele Uz * 


şi Oy; se cere: 

1%, Ecuația tangentei la cercul (O) în punctul M și coordonatele punc- 
telor A, B, R şi T în funcție de unghiul MOT = «. 

2°, Aria triunghiului ART în funcţie de parametrul a. 

3°. Variația acestei arii. 

49. Valoarea lui a aga fel ca aria triunghiului ART să fie egală cu 
dublul ariei triunghiului OAM. 

5°, Locul geometric al punctului I, intersecţie a dreptelor AR şi BM. 
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R: 1”, Ecuația cercului (0): 
ay y—-=0, (1) 
Fie M(r cos a, r sin œ) un punct pe cercul (O); tangenta în M la cercul (1) este 


x cosa + ysin a — r = 0. (2) 


Se obține: A(r cos «, 0), B(0, r sin a), R (o, a ); rl A 0). 
sin a COS « 
2. Aria triunghiului ART este 


S = (r?/2) tg a, (3) 
(calculată cu ajutorul determinantilor). 


3”. Variația ariei de la 2° este asemănătoare cu a funcţiei tg «. 
4%, Aria triunghiului OAM este 


S = ra sin 2, (4) 
4 


Punind condiţia ca ariile de la (3) și (4) sá fie egale, rezultă a = 450... 


5°. Ecuația dreptei AR este —— + —— —.1=0 sau 


t; r COS a r 

AP | sin a 

= + ysina—r=0; (5) 
i COS q 

mad ecuația dreptei BM este y, E 
E ; y =r Sin a, (6) 


Eliminind pe « între (5) şi (6) se obţine locul geometric y = r(r— |Y z27). 


19. Se dă parabola y? = 2px; se duce coarda OM, unde O este ori- 
ginea axelor (virful parabolei), iar M(a, B) un punct pe parabolă şi apoi 
perpendiculara MA în M pe OM. Fie A(y, 0) punctul de intersecţie al 

„dreptei MA cu Oz. 
l 1°. Sá se arate că segmentul determinat de piciorul ordonatei în M 
şi punctul A este egal cu de douá ori parametrul parabolei. 

2°. Sá se calculeze aria triunghiului OMA pentru cazul particular 
p=4s w= kh, 

3”. Sá se calculeze apoi aria cuprinsă între arcul OM şi coarda OM, 
pentru valorile particulare de la 2°. 


R: 1%, M fiind pe parabolă rezultă că B =/2pa şi deci avem M(x, V2pa). 
Ecuația dreptei AM este y — V?pa = — VE (x— a). Intersectind dreapta AM 
> è 2p 


cu Oz se obține A(2p + «, 0), M'(a, 0) fiind piciorul ordonatei în M, rezultă 
imediat M'A = 2p. 
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2°, Pentru p = 4 şi a = 4, avem y? = 8z, M4, 4V2), iar aria triunghiu- 
lui OMA este S = 24y 2. i 
3°, Aria cerută este A = 2 af Va da — de YT = 8/ 2/3. 
0 


90. Extremitátile P(u, 0) şi Q(0, v) ale unui segment de lungime con- 
stantă, alunecă pe axele de coordonate xOy. | 

19. Să se scrie ecuaţia cercului circumscris triunghiului OPQ şi să 
se afle locul centrului acestui cerc. 

92. Să se studieze variaţia ariei triunghiului OPQ. 

3. Să se găsească locul cerut la punctul 1° 
numai cu ajutorul geometriei plane şi mazimul y 
ariei OPQ fără a întrebuința derivatele. 


R: 1%. Cercul OPQ are centrul pe mijlocul 
lui PQ (triunghiul POQ fiind dreptunghic în 0). 


Coordonatele lui C:s = zi y = = (fig. VI.20). 


. 2 2 

Ecuația cercului C este E — 3) + E — =p 
2 2 g 

= sau z? + y? uzr — vy = 0 


unde r? = 
$ 


Locul centrului C se află eliminind u gi v intre 


== y= 2 şi u? 4- y? = k? (lungimea segmen- „Fig. VI.20 


2 Cad 
2 
tului PO este constantă). Se găseşte locul z? + = (3) adică un cerc cu 


centrul în origine si raza egală cu PQ/2. : 
9%. Aria triunghiului APO este A = 0 Yk? — v, (u? +=). 


Variația lui A este dată în tabloul de mai jos: 


v |0 E kV 2/2 `k 
e S II N N PE 
A" + + 0 SS 
O CASOS E EE 
A 0 7 (k]2)}° x 0 


KK — 0 ss > 

graficul rezultind imediat. | E 
30. Se observă că OC este mediană în triunghiul dreptunghic POQ și că 
lungimea acestei mediane este constantă şi egală cu 4/2; rin urmare locul lui 
C este un cerc cu centrul în O şi raza r = k/2. Se ştie că produsul P = u:u 
este maxim în cazul u? + v? = k? cindu = v; tinind seama de aceasta se regăsesc 


rezultatele de la punctul 22, 
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21. În planul axelor de coordonate xOy se ia un punct fix A(a, b) 
situat în primul cadran. Punctele P(u, 0) şi Q(0, v) se deplasează pe 
axele de coordonate asa fel ca dreapta PQ să treacă prin punctul fix A. 

19. Să se exprime v în funcţie de u, apoi să se studieze variatia ariei 
triunghiului OPQ. i 

2°. Paralelele duse prin P și Q la axele de coordonate se intilnesc 
in M. Sá se serie ecuația cercului ce trece prin P, Q, M şi să se arate că 
acest cerc trece printr-un punct fix. 

3”. Să se găsească minimul ariei 
de la 1* fără folosirea derivatelor si 
să se dovedească proprietatea de la 2 
cu ajutorul geometriei plane. 

R: 1°. Ecuația dreptei (PQ) este: 


ey at 
RET 1= 0; (1) 


punînd condiția ca (1) să treacă prin A, 
avem: 


242 1 = 0, sau av -+ bu — w = 0, 
u | 


de unde rezultă | 
Fig. VI.21 Stă A. sall (2) 
u — a 


2°, Aria triunghiului OPQ este $ = — wv, sau finind seama de (2) 


S 


| 


s (3) 


Graficul de variație a lui S este: 


u —00 0 a 2a -+ 00 
A APA APN 
Ss” + + 0 — — |- — 0 + + 
| a i 
S —0 A 0 y —o ES sx 2ab A +0 
max min 


Asimptola oblică este y == (x + a), iar graficul este dat în fig. VI.21, din 


care se consideră numai ramura de curbă din intervalul (a, 00). 
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2°, Cercul PQM are centrul în cl: i] mijlocul lui PQ (triunghiul POM 


bu? 
2 
à 2 2 
este dreptunghic). Raza acestui cere se obţine din r? = == e LA - 
i 4 
2 e, 2 b2]. b - è | 2 
a daie i Cineto te, Oa] iar ecuația cercului (C) este E jet 7) al E. Aa E ia 
Ă A E) N 2 2(u — a) 
EE. [(u == zi ] , sau efectuind toate calculele obținem gz? + y? — uz — 
u — a 


-— 


bu . y J . . =- 
y = 0, adică un cerc ce trece prin origine, Ceea ce era de aşteptat deoa- 


u— a 

rece Ç este centrul dreptunghiului QOPM. 

3°, Minimul ariei (3) are loc pentru 
dreptunghic QOP este isoscel. 


92. În planul axelor de coordonate xOy se consideră două puncte 


=i i o 


variabile A si B, care satisfac relația F + = = n (a, b, n fiind date). 


12. Să se afle locul geometric al proiecției lui O pe AB. : 

2. Să se afle locul punctului P, ce împarte pe AB într-un raport 
dat PAJPB = — k. 

3°, Să se studieze si să se reprezinte grafic locul obținut la y 

49. Ce relație trebuie să existe între a, b,`k pentru ca tangenta în 
originea axelor la curba reprezentativă să fie chiar bisectoarea a doua a 


axelor. 
R: 10. Fie A(«, 0), B(0, P) cele două puncte variabile; avem 


u = v, adică atunci cînd triunghiul 


— 


a b 
Pina $ — -n= (e 1 
FR 1 (1) 


Ecuatia dreptei OM este 


iar a dreptei AB este 
2 4+%-1=0. (3 
a P 


Locul lui M se aflá eliminind pe « si B între relaţiile (1), (2) si (3). Se obţine 


: b 
cercul z? + y? — az tt by —9, 
n 


go, Fie P(zy, Yo) un punct situat pe AB; avem 


ini re O 
Du A+ 


iS 


P i P AA | Fi S 
ES : l n Pci E neos è t > 
i ; A e A TA . Lui n 
AN : AÑ Ny de. À RP PTS tă EE 4 ATADA BRIE TASE 
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M,P şi M, 
şi această a 


Eliminind pe « şi- B între relaţiile (1) şi (4) obţinem 


adică o hiperbolă, 


bkz 


S- Miah a ak (5) 


Tabloul de variație al funcției (5) este: 


ak 
£ Tii (1 + k)n Fo 
bk , j y bk 
4 (14 kin. E $ 11 + k)n 
PCIe IRI SE v-a 


Fig. VI.22 


din plan trec două drepte (D), 


iar graficul este dat în fig. VI.22. Derivata 
funcției (5) este 


i able? 
y 0) 
[n(1 + kja — ak]? 


Trebuie să avem y'(0) = — 1, sau în- 
locuind în (6) obţinem a-— b = 0. 


23. Se dă ecuația dreptelor (D): x— 


— «y ka =0 unde k este o conr- 


stantă iar œ un parametru variabil. 

1°. Să se arate că oricare ar fi « 
(real), dreapta (D) este tangentă para- 
bolei y? = 2kx şi că prin fiecare punct 


reale. dacă punctul este exterior parabolei, 
imaginare dacă punctul este interior parabolei si confundate dacă punc- 
tul este pe parabolă. 


2°. Dind lui a valorile + 1, dreptele (D) corespunzătoare avînd punc- 


tele de tangenţă M, și M, se întîlnesc într-un punct P situat pe Ox. Să 


se arate că cercul M PM, are centrul în focarul parabolei, iar raza egală 
cu parametrul acesteia. 


3. Să se afle aria mărginită de parabola respectivă si de dreptele 


P şi să se arate că raportul între aria triunghiului M, PM, 
rie, nu depinde de constanta k. 


R: 1°, Intersectiile dreptelor de ecuatie 
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cu parabola 


Yy* =.2k2, (2) 

se află rezolvind sistemul format de cele două zu k Din (1) scoatem 

í » y 2 . laz, i - 

y = dea riais şi înlocuind în (2) se obţine x, = za = T şi deci y, = Yz = ka. 

2u | 
Rezolvind (1) în raport cu « obţinem 
A + Y y2— 2kx 
ra s —— (3) 


Din (3) rezultă imediat concluziile din enunţ, privind poziţiile unui punct din 
plan faţă de parabolă. | i 

2°. Pentru a = + 1, zı = k/2, y, = k si deci M,(k/2, k); pentru « = —1, 
avem M,(k/2, —k), adică punctele de tangenţă sînt simetrice față de Oz si prin 
urmare tangentele la parabolă se întilnesc pe Oz într-un punct P. 

Ecuația tangente: MP este 2r — 2y + k = 0, iara dreptei M,P este 22 + 
+ 2y + k = 0, Punctul P de intersecție a acestor drepte are coordonatele z = 
= — k/2, y = 0; aceste două tangente sint perpendiculare: şi deci triunghiul 
M,PM, este dreptunghic isoscel, iar centrul cercului circumscris este pe mijlocul 
lui M,M, adică pe Oz în punctul de coordonate x = k/2, y = 0, tocmai focarul 
parabolei. 

3*. Aria triunghiului PM,M, este A, = Lakk = k?, iar aria cuprinsă 


o 
- 


i RPR E r 2 
între parabolă gi dreapta z = 4/2, este A, = 2 V2kæ da = q — Ay = 
0 
= E, deci Au = 3, 
3 A, — Ay 


24, Fie A gi C punctele de intersecţie cu aza Ox şi B, D cu axa Oy, 
ale unui cerc cu centrul în originea axelor de coordonate xOy şi avind 
raza r = 1. Se duce prin B o dreaptă variabilă care intilneste cercul în 
al doilea punct E şi axa absciselor în F. Prin E se duce o paralelă la 
ara Ox și prin F o paralelă la axa Oy. Aceste paralele se întilnesc in M. 
Se cere: 

1%. Ecuația locului geometric al punctului M. 

2. Reprezentarea grafică a locului geometric de la punctul 1°. 


3”. Arta cuprinsă între curba reprezentativă de la punctul 2 şi semi- 


cercul A DC. 


R: 1°. Ecuația cercului cu centrul în O şi raza r = 1 este z? + y? — 1 = 0. 
Coordonatele punctelor de intersecție ale cercului cu axele sînt A(1, 0), B(0, 1), 
Cl —1, 0), D(0, — 1). Ecuația dreptei BE este y — 1 = mz. Coordonatele lui 
F: 


caza mac, y = 0. Ecuația dreptei ce trece prin F şi este paralelă cu Oy: z= 
n l 


1 
= — pex + Coordonatele punctului E se află rezolv înd sistemul 


e+y—i=0: y=me+1. 
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. 
SRL 

E £ 
i 

. , 
pai 


2m 1 — m? 


Obţinem E | — —— , —— 
14m? 1-4 m? 
iar coordonatele lui M sint 


) . Paralela prin M la axa Oz este yi E 
1- m? 


pitt A A ee 4 — m? 
m? 4 1 + m? : (1) 
Locul geometric al lui M se află eliminind pe m între relațiile (1); se obține locul 
z? — 1 
TIT) = . 2 
f(z) i (2) 


Tabloul de variație a funcției (2) este: 
AS RA AMA ae. EOI DO ti 


z -œ —1 —1ıNN3 o0 1/3 1 + 00 
fa) | — y A ap, ed 
fiz)>] 17./90 00: ` —1 A 0 a 1 
inflexiune inflexiune 


ar graficul este dat în fig. VI.24, 


Fig, VI.24 Fig. VI.25 
. vw y . .. . 1 2 — 1 
3°. Aria căutată este diferența între ariile 4, si A, unde A, = ef = > dz = 
oz 
$ 1 2 é 
= 2 — r, A4 = A = (deoarece r = 1) A = |A, — Axl == — 2. 


25. 1%. Se consideră în acelaşi plan două puncte fixe A, B si o dreaptă 


w 


„ fixă (D). Un punct M descrie dreapta (D). Să se găsească locul geometric 
„„al ortocentrului triunghiului MAB. 
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22. Să se reprezinte grafic locul aflat, arătindu-se unele particularități 
ale acestui loc. 

R: 1°. Fie A(a, 0), B(— b, 0) punctele fixe, iar y = kz dre ix e 
Ma, ka) un punct variabil pe această dreaptă. Locul lui M este i des 6 rad, 


_ (a — alla + b) 
dd ka z (1) 


adică o hiperbolă. 
2°. Tabloul de variație al funcției (1) este: 


f(x) | — — = = sa e 
f(x) | oo y.:0.: +  —c0|oo0_ + 0.-: su -—00 


iar graficul este dat în fig. V1.25. Se observă că asimptotele hiperbolei sînt perpen- 
diculare pe AB şi (D). Dacă dreapta AB este paralelă cu (D), atunci locul este o 
parabolă (în acest caz în loc de y = kz, se va lua y = k). : 


Notă. H fiind ortocentrul triunghiului MAB, se vede că dreptele BH 
CH se corespund omografic în fasciculele cu virfurile B, C şi deci H descrie o 
conică trecînd prin B, C. Punctul H trece la infinit cînd M se află pe AB, sau 
la infinit pe dreapta D. Rezultă că locul geometric este o hiperbolă, avînd asimp- 
totele perpendiculare pe dreptele AB gi (D), ceea ce s-a verificat analitic. 

26. Se consideră un cerc cu centrul în originea axelor de coordonate, 
avînd raza R; se ia pe acest cerc un punct variabil P. Din punctul A 
de intersecţie a cercului cu axa Ox, se duce o perpendiculară AM pe OP. 
Se cere: | 

19. Locul geometric al punctului P (analitic şi geometric); să se afle 
elementele principale ale acestui loc. 

2°. Să se scrie ecuația tangentei în P la curba reprezentativă de la 

unctul 19, 

3. Sá se calculeze aria triunghiului format de tangenta de la 2% cu 
axele de coordonate. 

4°. Să se studieze și să se reprezinte grafic expresia ariei de la punc- 
tul 3". 

R: 1°. Ecuația cercului cu centrul în O: 


aq yr =0, (1) 
Fie P(«, B) un punct pe cercul (1). Iicuaţia dreptei OP este 
y= a (2) 
«4 
a7 — Culegere de probleme de matematică 417 
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iar a perpendicularei din A pe OP este 


ya o la): 3 
y a ) (3) 


Locul lui M se află eliminind pe « si B între (2), (3) şi (la nevoie) relația a? + 
+ B? — r? = 0 (punctul P se află pe cerc). Se multiplică (2) cu (3) şi rezultă cercul 


£ + y? — ar = 0, i (4) 


cu centrul pe Oz în (r/2, 0). Este uşor de observat cá locul lui M este un cerc 
deoarece triunghiul OMA este dreptunghic şi prin urmare M se deplasează 
pe un cerc cînd P se deplasează pe cercul O. Poziția cea mai depărtată a lui M 
de axa Oz este cînd OM = AM; alte două poziții particulare ale lui M sînt A 


, | Fig. VI.26 


şi O, respectiv cînd P este în A şi în P,. Rezultă că M se deplasează pe un 
cerc cu diametrul OA, adică cu raza r/2 (fig. V1.26,a). 
2°. Tangenta în P este 


ax + By — r° = 0, | (5) 


iar intersecțiile acesteia cu axele de coordonate sînt punctele: 


2 2 
PA A E, AEE (6) 
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4°. Din (6) rezultă că S este o funcţie de «, r fiind constant. Domeniul de 
definiţie al funcţiei (6) este a E(—r, 0) U (0, 1). Derivata este s= A _ ?%*— r? 


E e 
2 gp? (r? EL a2)213 
5 nip 
care se anulează pentru «= + 7 E . Tabloul de variaţie este: 
a =p ~ ry 2/2 0 ry 7]2 h 
A a a id E iii aa 
Ss” E RI y 0 se e > 0 E y 
E ii | 
S =00 A —r? a —œ | +0 x r A +00 


max min 


Tinind seama de faptul că $ nu poate fi decît pozitiv, din tabloul de mai sus, 
pentru cazul problemei se va considera numai intervalul (0, 7). Graficul complet, 
corespunzător tabloului de variaţie este dat în fig. VI.26, d. 


Notă. Se observă că S are valoarea maximă cînd triunghiul P,OP, este 


dreptunghic isoscel, sau cînd P este la mijlocul arcului 4P,P. (OP face cu Oz 
un unghi de 45%), 


27. Se dă un cerc avînd raza egală cu R gi centrul în originea axelor 


de coordonate. Dintr-un punct exterior se duc două tangente PA şi PB 
la cercul dat. 


1°. Să se exprime lungimea coardei AB în funcţie de rază gi distanța 
d = PO, apoi în funcţie de abscisa x a punctului P, ştiind că aceasta se 
află pe parabola | 
y? =2Rz. | (1) 
2". Să. se afle coordonatele punctului P astfel ca AB să fie egală 
cu R. 


3”. Să se studieze variaţia lungimii coardei AB, cînd P se depla- 
- = | N 
sează pe parabola (1). (Se va lua R = 1). 

R: 1°. Ecuația cercului este 


4 y= R, (2) 


Din figura VI.27,a rezultă OD = R*/d, DP = (d? — R?)/d, AD = = Vaz R? 


cea A Aaa | 
și deci AB md R?. Dacă luăm în general P(«, B), fig. VI.27,b putem 


. 4 WITT — a . | 
scrie; AH =. ba* — d?, de unde FA? este puterea lui P faţă de cerc, iar d 
distanţa de la P la polară. Deci: 

LAm pte R _ pa at 2R Ri 
4 «ë -+ p? a? + 2Ra 
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A > 
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de unde 


ra past IRo — RÈ, 
i ar | EEEN ET (3) 


2°, Punînd condiţia ca (3) să fie egal cu R, obținem a, = (- 1+4 17) R. 


3°. Fácind în (3) R = 41 si punind AB = y, 4= £, avem 


IN EEE i 
MACET 


Kaa -L 
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Domeniul de definiţie al funcţiei (4) este: 
El—o, —(1+V2)]U(—2, 0)Ul— 1 +2, co) iar tabloul de variaţie (com- 
plet, p = 0) este: 


z| -œ —(14+/2)-2 —1 0 =44Ță 0 
—P ÎL a ———— —— 
>> = + 0... - Af + 


Graficul este dat în fig. VI.27, c., care cuprinde și variaţia funcţiei — y. 

28. Raportat la un sistem de axe ortogonal se dă cercul z? + y? — 
— 4y = Q și dreapta (D) : y = à. Dreapta (D) intersectează cercul în 
A si B, puncte care se proiectează pe axa absciselor in A” și B'. Fie M 
mijlocul lui OA şi N mijlocul lui BM. Se cere: 

1%, Locul lui M. 


29. Pentru ce poziție a dreptei (D) avem AN = ON. 
3. Aria dreptunghiului AA'BB' în funcţie de A. 
~ Să se studieze variația acestei arii şi sá se construiască graficul. 
49. Să se discute ecuaţia cu ajutorul graficului de la 3°. 
R: 1°. Intersectind cercul dat cu dreapta (D) se obţin punctele 


n iuli AA A A 
A(—- Va =, 2), B (V122— 2%, 2), de unde rezultă: M & a =) 


Eliminind pe. A între coordonatele lui M obținem 
cercul z? + y? — 2y = 0, cu centrul în C(0,1) și 
r = 1, adică un cerc tangent interior cercului dat 
si trecînd prin centrul acestuia şi prin originea 
axelor de coordonate. : 

2°, à, = 3, A = 0 (cazul particular cînd dreapta 
variabilă y = A coincide cu axa xx”). 


Bi 3%. A = 22/41 — ». Tabloul de variaţie al 
: acestei funcții este: ` 


| ) 0 3 4 
k UNE pt 0 a 
40) | o AGE 0 
iar graficul este dat în fig. VI.28. A 


4. Urmărind graficul rezultă: 
pentru 6 Y 3< k ecuaţia nu are soluţii; 
„pentru 6 V3 = k, A = 3 ecuaţia are rădăcini duble; 
pentru 6 V3 > k> 0, ecuaţia are două soluţii. 
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29. Se dă un sistem de axe de coordonate rectangulare xOy şi punctul 
C(a, 0). Se consideră cercul cu centrul în C, tangent la Oy şi coarda AB 
paralelă la Oy, care întilneşte axa Ox în D, astfel ca OD = p. 

19. Să se afle aria triunghiului OAB, apoi să se găsească relaţia dintre 
a şi p pentru ca această arie să fie maximd. 

2°. Să se arate că volumul corpului 
care ia naștere prin rotirea triunghiu- 


lui OAB în jurul axei Oy este V = xX 


x p?/2ap— p?, apoi să sestudieze variația 

acestui volum cînd a este constant si p 

variabil. Să se calculeze tg (AOB) în cazul 

coardei corespunzătoare a corpului de vo- 
lum maxim. 

3°. Perpendiculara în O pe OB şi pa- 

ralela prin A la Ox se intersectează în 

: punctul M. Să se găsească locul geome- 

Fig. V1.29 | tric al mijlocului segmentului OM cînd 

a este constant şi p variabil. 

R: 4°. Ecuația cercului cu centrul in C(a, 0) si tangent la Oy este z? + 

4 y? — 2az = 0, lungimea coardei AB este 2 V 2ap — p?, de unde: rezultă că 

aria (OAB) este S$ = p /2ap — p?. 


a 
Derivata lui S se anulează pentru p; = 0 Și pa = 3a/p; iar Smas 2 


i] 


i A EA 
2. Volumul respectiv este V = 2xp? /2ap — p° — PA V2ap — p* = 


= =p V2ap — p?. Graficul este dat în fig. VI. 29; tg (OAB) „he P 
“3”, Locul cerut este cercul C(a/2, 0). 
i E a 1 
30. 1%, Să se studieze variaţia funcţiei f(x) = TE s(x — 3)(x — 8) 


și să se reprezinte grafic. 


22. Să se determine m astfel ca ecuaţia f(x) = m să admită o rădăcină 
dublă si să se rezolve în acest caz. 

3°., Sá se arate că dacă funcția f(x) admite pentru x = xy un extrem 
a cărui valoare este yy, atunci funcţia f(x) = yy admite pe xy ca rădăcină 
dublă. | 

4. Se dă ecuația x3 — Ma? + 24w + 144 sin? a=0, unde x 


este necunoscuta si a un parametru real. Sá se determine valorile lui a 
` < din intervalul [0, 27] pentru care suma a deuá rădăcini este egală cu 5. 
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R: 1°. Graficul este dai în fig. vi 302m,=6,%=%=6,%=-141; 
m, = — m, e, = t = Á y a = = 3 Punem F(z) = f(z) — f(z), care se 


anulează pentru æ = 29; derivind se obţine F(z) = f(z) si cum f'(z) = 


rezultă că Pa) = 0 ceca ce demonstrează problema; 4°. 


sinta==, 
2 

31. Se dă ecuaţia f(x) = x? — Tx cos a. + 6 cos? d = -0 şi se cere: 

4°, Valorile lui a cuprinse în y 
intervalul [0, 7] știind că una din 
rădăcinile ecuaţiei date este de două 
ori mai mare decit alta. 

2. Punind în locul lui a cea 
mai mică din valorile aflate la 1* se 
cere să se reprezinte grafic funcţia 
f(x), rezolvind în prealabil ecuaţia 
fiz) = 0. 

3”. Rădăcinile pozitive ale ecuaţiei 
f(z) = 0 de la 2% sint coordonatele 
cirfului P al unei parabole, iar ră- 
dăcina negativă este abscisa unui punct 
A de pe Ox; sá se găsească ecuația 
unei parabole care are virful în P şi 
trece prin A, avind axa de simetrie 
paralelă cu Oy. 

4. Să se afle aria cuprinsă între 
parabola de la 3 şi axa Oz. 


Fig. VI.30 


R: 1°. Combinind convenabil relaţiile între coeficienţii şi rădăcinile ecuaţiei 


date si relaţia z, = 2z, se găsesc pentru œ valorile a, = 0, az = e 


2%. Luind œ = 0, avem cos œ = 1 şi ecuaţia dată este a2— 724 6=0, 


ale cărei rădăcini sînt zı = 2; x = 1, n= — 83 
Tabloul de variație al funcției f(x) osto: 


z — 00 —3 -|7 4 |; 2 -+0 
3 3 
Pie) A E Om A A oh 
f(x) —00 A 0. 4» 129 46 x 0 —0,9 xo A œ 


max min 


iar graficul este dat în fig. VI.31, 
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3°. Ecuația parabolei este de forma y = ax? + bz + e; punind condiţia 
ca parabola să treacă prin A(—3, 0) şi să aibă virful în P(1, 2) obţinem parabola 


2 [-4 
q E e ee en vintul dns (443); 
SR 


4°, Aria cuprinsă între parabola de la punctul 3° şi Oz este 


5 
a? z 15 32 
A gt z de) de = 2. 
3 
32. 19. Sá se rezolve ecuația x? — 3x? — 
—x+3=0 știind că rădăcinile sint in 
progresie aritmetică. 
22. Fie 2,, La, £a, rădăcinile așezate in or- 
dine crescătoare. Să se găsească centrul de 


greutate al ariei iriunghiului A(x,, — 1), 
: k Bz, 1), C(z3, EI 3). 
Fig. VI.31 3°. Fie M un punct variabil pe mediana 


corespunzătoare virfului B și M, simetricul 
lui M faţă de Ox. Săse afle locul punctului de intersecţie al dreptelor AM 
si M,C. 
4%. Să se reprezinte grafic acest loc. 
5°, Să se afle aria cuprinsă între acest loc şi axa Ox. 


R: 10. Fie zı — r, 21, 2, + r rădăcinile ecuaţiei; din relaţia Ez, = 3 


rezultă imediat 3z, = 3, de unde z, = 1. Folosind relaţia zzz, = — 3, rezultă 
4 — r? = — 3, de unde r = + 2. Rădăcinile sînt deci: — 1, 1, 3. | f 
2°, G fiind centrul de greutate, se obține ze = 1, ya = — 1, vîrfurile triun- 


ghiului fiind în 4(—1, —1), B(1, 1), C(3, —3). 


3°. Piciorul B’ al medianei din B pe AC are coordonatele z = pS = 


2 


Pa -1 8 dy == = i 2; ecuaţia dreptei BB” este 
z | y 1 
1 —2 4 


'si dezvoltind se obţine z — 1 = 0, ceea ce se putea observa, abscisele punctelor 


'B si B’ fiind aceleaşi: æ = 1. Pie M(1, a) un punct variabil pe mediana BL” ~ 


şi M,(1, —c) simetricul lui M față de Oz. Ecuația dreptei AM este 


(a + Ax — 2y + — 1= 0, (1) 
iar ecuaţia dreptei M,C este ! 
(a — Ba — 2y + 3 — 3« = 0, y (2) 


:424 


CE Scanned with OKEN Scanner 


f 


< 


RA ON 


Locul punctului P de intersecţie al dreptelor (1) şi (2) se află eliminind pe « între 


À — a +2 DA : 
ecuaţiile acestora. Din (1) se scoate a = e şi înlocuind în (2) se 
v 
obține parabola i 
y => (24 a). (3) 
4°, Virful parabolei (3) se află făcînd z = — -= — pentru care se obține 
a 


— | , Punctele de intersecție cu axele sînt originea și (1, 0). 
8 


y = 
( Saje 1 x? 
. y — Y zx — gM 4 
5. Aria căutată esto 4 =| 22 de = sa Pi NA 
j $ 213 2 lo“ 42 


33. Se dă f(x, m = x + (m—2)jx+m-+1 unde m este un 
parametru real. Se cere: . | 

19, Să se determine intervalele de variaţie ale lui m astfel ca ecuația 
f(z) = 0 să aibă rădăcinile reale. 

20. Să se determine intervalele de variaţie ale lui m asifel încit să 


4 .. y v . . . . 
avem — 1 < E +=< 1, Tı, fiind rădăcinile ecuației f(x) = 0. 
Tı v“ 


ý i "a ¿ e o 2,3 
3. Să se construiască graficul funcţiei y = tn 
T 
1 
R: 1°, m E (— œ, 0JU[8, co); 2°.m JE , 00); 
2 
3”. Avem de reprezentat funcţia y = A , al cárui tablou de va- 
zx 
riatie este: 
y —00 —3 —1 0 1 + 00 
y | + -- 0 —- — 25 — Y de da be 
y — 00 A —5 ys —00 +o y 46 x 3 A 00 
Asimptotă oblică y = x, iar z = — 1 este asimptota verticală; trasarea grafi- 


- cului nu comportă nici o dificultate. 


34. Se dă ecuaţia z5 — Grt + 124% — 122? + Mu—6=0 și se 
cere: 

19. Să se rezolve, E 

29. Cea de a doua rădăcină a ecuaţiei în ordinea mărimii este para- 
metrul unei parabole cu virful în originea azelor şi tangentă la Oy. Să 
se scrie ecuaţia acestei parabole şi să se găsească punctele de intersecție 


ale acesteia cu dreapta y = 23 + $. 
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3. În punctul M unde dreapta de la 2 întilnește tangenta în virful 
parabolei, se ridică o perpendiculară pe ea; să se arate că această perpen- 
diculară trece prin focarul parabolei. 

4°. Să se afle aria mărginită de parabolă, de axa Ox şi de ordonatele 
corespunzătoare absciselor O şi 2. i 

R: 1”, Rădăcinile sînt: 1; 2; 3; zu. 

2°. Ecuația parabolei este | 

y? = da, (1) 


, : 1 A A . 
Intersecţia acesteia cu dreapta y = 2z + — se află rezolvind sistemul format 


din (1) şi ecuaţia acestei drepte; se găseşte z} = z, = = si y = y=1; et 
3 ta este tangentá la parabolá in punctul ra 4 7 
3”. Punctul M are coordonatele z = 0, y= = . Perpendiculara in M pe 

încă MT este 
ya, (2) 


= focarul este in P(1, 0); se observă că coordonatele lui F verifică ecuația acestei 
repte. , 


2 
4”. Aria respectivă este A = | 2Vz dz = sia, 
0 


' 85. 1°. Să se studieze funcţiei şi să se reprezinte graficul variației 


pi y = 32 — ha? (1) 
a 2. Să se studieze rădăcinile ecuaţiei 423 — 3z + a =0, unde a 
„este un parametru variabil real. 

Al . . . v 4 

: 0% 3". Fie S(x) aria cuprinsă între curba (1), aza Oz, dreapta x = > 
să. | . .. ' A 
„dreapta 2 = a, unde a > S , abscisa « fiind astfel dată încît această 
PSN. v A A . 

„dreaptă să nu întilnească curba de dedesubtul axei Ox. Să se dea expresta 
ds dui S(x). Caz particular x = ER 

KD A > y hi i ' LA 
he 4”. Fie x = cos 0; să se arate că expresia y = 4x — 3x reprezintă 
„0 expresie trigonometricá remarcabilă. 
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5°, Presupunind cunoscute rădăcinile ecuației 4x? — 3x + 1 = 0, 
să se deducă rădăcinile ecuaţiei 4(ln t)? — 3ln t + 1 = 0. 

R: 1%. Graficul funcției este dat în fig. VI. 35. 2°. Discuţia rădăcinilor 
ecuației se poate face cu teorema lui Rolle, sau grafic, Din fig. VI. 35 se deduce 
că pentru — 1 > a > 4 ecuația are o singură rădăcină reală; pentru a = + 1 
ecuația are — respectiv — cite o rădăcină dublă (pentru a = — 1, zı = z, = 
= — 1/2, iar pentru a = 1, a, = t, = 1/2); pentru — 14 < a < 1 ecuaţia are 
trei rădăcini reale distincte. 

a dat 5 . y3 
o == = — a —— — Şi cînd e = — 

e. Sla) = |; Fla) da pa și > 

2 


S (2) = 4%, Cînd z = cos 0, y = cos 30; 5%. a = el, sy = Ve. 

36. Se dă ecuaţia f(x) = a? — 
— 3ax + 2ab = 0 si se cere: 

19. Ce relaţie trebuie să existe 
între a şi b pentru ca ecuaţia să 
aibă o rădăcină dublă. 

2°. Să se construiască curba pe 
care trebuie să se afle punctul cu 
coordonatele rectangulare a şi b 


f 
A pp: MARI, pă 


pentru ca ecuaţia de la 1° să aibă 

0 Era dublă. 5% Mín 2-1) 33 
3". Să se găsească rădăcinile CR: 

ecuaţiei 1°, în cazul cînd rădăcina . 53 

dublă este egală cu pătratul celei Fig. VI.35, 23 

simple. cu 


R: 1°. Rădăcina dublă a ecuaţiei f(x) = 0 este una din rădăcinile simple X 
ale ecuației f(x) = 3(z? — a) = 0; se găseşte relația a = 0?. e ca e AS 
2°. Notind a = z, b = y, y? = a reprezintă o parabolă cu vîrful în originea ~ 


€ 


axelor, tangentă la Oy şi cu focarul în rl i o). y SÁ 
| ° a . ù ` 
3°., Considerînd rădăcina dublă a ecuației de la 1° 2, = za = Va, si folosind A: 
.. - 1 1 5 | 
celelalte relații între rădăcini şi coeficienți, găsim a= M Pta a a T Vă 
37. Se consideră funcţia f(x) = x? + ma? — v — 4 şi se cere: > SĂ 


„19. Să se determine m astfel ca ecuaţia f(x) = 0 să adimitá două rădă- MĂ 
cn egale și de semne contrarii. AS 
2°. Să se determine m astfel ca f(x) să fie strict crescătoare pentru... 
orice ze R. Ee | 


Y 
» s 
es 


y . po PA UE >A de TY sil 2» A PR. i mt aa ¿ i . AY A 
4 UA f A A d Y a Pak Fal) 3 143 > +33 z PE e A A ea DRA AA Į pc e. A Hå 
ra PRERA A A E AO RM AREA 0 Pra PEA ES A E 
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3”. Să se calculeze aria cuprinsă între curba reprezentativă a funcţiei 
f(z) = x? + 4z? — x — 4, axa Oz şi drepiele x = — 1, x= 1. 

R: 1°. m = 4. 2°. Nu există valori ale lui m ER pentru ca f(z) să fie strict 
crescătoare, deoarece discriminantul ecuației f'(x) = 0 este A =m? 4+ 3>0 


: 16 r 
pentru orice m. 3°. rá 


38. Se considerá polinomul 
P(x) = zt — 4r? — 34x? + uw + B 


unde a şi B sînt parametri reali. Se cere: 
19. Să se determine q. şi B, astfel ca rădăcinile polinomului să fie în 
progresie aritmetică. 
2%. Să se construiască graficul polinomului P(x) şi să se calculeze 
aria determinată de curbă şi axa Oz între paralelele x = — 1 şi x = 3. 
R: 1°. z = — 5, z, = — A, z; = 3, 2, = 7, « = 76, B = 105. 
2°. Abscisele punctelor de extrem ale funcției P(e) sînt x= 1, 
Tas =1 + 2V5, graficul putindu-se trasa uşor. Aria este dată de 
3 5 i 3 
| Plx) dz = A AA 
—1 '5 3 —1 
39. Se dă ecuația f(x) = (m — 1)x? — 2(m + 1)x + m? + 3m + 
+ 2 = 0 gt se cere: | 
19. Să se determine valorile lui m pentru care ecuaţia are rădăcinile 


egale. 
22. Sá se determine valorile lui m pentru care are loc relaţia 


zi + g = EA unde za sînt rădăcinile ecuației f(x) = 0. 
m= 

3°. Sá se construiască curba y = f(x), pentru m = — 2. 

4” Să se discute ecuația f(x) = 0 cînd m parcurge R, 

R: 1°, Mi = = 1, ho, = +443; PAA Ma = p 712,3 => + 2; + Pentru 
m = — 2, y = — 3z? + 2x adică o parabolă care are, un maximum în 
(+ = L, y=- 1); 4°, Ecuația are rădăcini reale pentru me =o0, -/3)u 
U[- 1, Y 31. 


40. Se dă ecuaţia x? + ax? + bx + c = 0 gi se cere: 
19. Să se găsească relaţia între a, b, c pentru ca rădăcinile ecuaţiei 
să fie: | 

— în progresie aritmetică, 

— în progresie geometrică. 
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92. Presupunind cú y = 2% + az? + ba + c reprezintă o mișcare 
rectilinie, se cere să se precizeze care este diagrama mișcării pentru cazul 
Li 


particular a = 5/2, b=—2, c = 1 (x = timpul, y = spațiul). 

R: 1°. Fie 2,, 22, 2 rădăcinile ecuaţiei date. Dacă acestea sint în progresie 
aritmetică putem nota tı = — r, Ta = Y da = 2 +r, unde r este ratia 
progresiei aritmetice. Rezultă imediat că D zi = — 4, Sau 


w == m e (1) 
3 
Înlocuind această valoare în relația 


h ER — n2 
) q = — b, a tar fu sau 


n=] 5 ->. | (2) 


Folosind ultima relaţie dintre coeficienţi gi rădăcinile ecuaţiei date şi 


tinind seama de (1) şi (2), avem zitat = — c, Sau x(x} — r?) = — e, sau 
ir HERA 2) = — c şi efectuînd calculele rezultă în final 
319 3 
2a3 — 9ab + 27c = 0. (3) 
/ 
2. Dacă rădăcinile sînt în progresie geometrică, putem scrie x, = E 
q 
t> = z, x= xq, unde q este rafia progresiei geometrice. Înlocuind aceste 
valori în zyzara = — e rezultă s = Y — c. Folosind relaţia 3: Tr =—a 
rezultă H Y 
y (A 
Pa = —a, (4) 
q 
iar din > izo = b rezultă 
Tai [A b 5 
Y A [=+9+1|=0. (5) 
q 
Împărţind (4) la (5) şi rationalizind obţinem , 
ae — b = 0. (6) Fig. VI.40 
3°. Dacă a = 5/2, b = — 2, Cc = 1, avem 
sp aiba since ph da (2) 
) 
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Tabloul de variaţie al funcţiei (7) este: 


i — 00 —2 —5/6 0 1/3 +00 
y + + 0 ari AA RE Rek 
002 A LIN x 1 a 35/54 A to 
y max | min 
EX — 0 + + Hr + 
inflexiune 


graficul fiind dat în fig.VI.40. 


41. Se dă funcția f(x) = z? — 61? — 2x + a, unde a este un para- 
metru şi se cere: 


i o z Za z z 
1°. Să se calculeze valoarea expresiei E = 21 T Ts -h Za + 23 + 
T3 Tı 
Tı -i Ta d A dă e l e ss 0 v us 
+ —— , unde Tı, La, Xa sint rădăcinile ecuației f(x) =0, fără 
Ta 
a rezolva ecuaţia. ` 


2°. Să se rezolve ecuația f(x) = 0, pentru a = 12. 
3. Să se studieze variația funcției 
z? — 67? — 2g + 12 
A ir TAUIA ROTER 
2x* — 15x + 18 
efectuat simplificarea acestei fracţii. 


şi să se reprezinte grafic după ce s-a 


12 Ă g? 
R: 1. E= = — 83; 2. tm = V2, z= 6; 3 fl) =. 
a` 2x — 3 
42. Se consideră funcția f(x) = (m — 2)? + 322 — 3mx + (4 — 
— 2m) unde m este un parametru real. 
1°. Sá se arate că ecuaţia f(x) = 0 admite rădăcina x = 2; să se 
discute natura celorlalte rădăcini. 
2". Sá se arate că pentru x = 1, f(x) are un extrem, oricare ar fi m, 


„cu excepția lui m = |, 


3. Să se determine m astfel ca pentru x = — 3, f(x) să admită un 


extrem (să se precizeze ce fel de extrem este). 


~ R: 19, Se verifică uşor că f(2) = 0 şi în consecinţă f(x) = 0 are o rădăcină 
x = 2, Efectuind împărţirea sau folosind relaţiile dintre coeficienţii şi rădăcinile 


~ ecuației f(x) = 0, rezultă 


fiz) = (e — 2) Clon — 21? + (2m — 1)x + (m — 2)] = 0. (1) 
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Discutia ecuaţiei de gradul al doilea (m — 2)a? + (2m — 1)z + (m — 2) = 0 este 
dată în tabloul de mai Jos. 


1 — 9m 
Concluzii 


o = S = 


Rădăcini complexe 


+ Rădăcini egale şi mai 
mari ca zero 
+ Ambele rădăcini pozitive 


2 + E Ecuatia se reduce la una 
de gradul intii avind 
x=0 
PES: $ = Ambele rădăcini sînt ne- 
gative 


2°, Derivata 
f'(x) = 3(m — 2)z? + 6z — 3m | (2) 


m . i 
; deci pentru z = 1 avem 


are o rădăcină vizibilă z= 1, cealaltă fiind z: = 3 
“ — m 


un extrem — oricare ar fi m Æ 1, căci pentru m = 1, avem f'(1) = — 3(2 — 1 
(derivata întîia nu schimbă de semn pentru z = 1 şi deci nu avem un extrem). 
| 32. Punem condiţia ca f'(— 3) = 0 şi rezultă m = 3; în acest caz avem un 
„maxim. 
48, Se dă polinomul P(x) = (2 + a? + (a + b)?, şi se cere: “a 
FA 12. Să se determine constantele a şi b astfel ca P(x) + P'(2) = > 
co =2(x + 1)?. 
22. Să se reprezinte grafic în intervalul (—1, 1) funcția f(z) = >`, 


= Pla) + P (a) , . A 
Vs Pig? unde P'(x) este derivata lui P(z). 


, 
e. 
è 


az + 2(a + b) si deci putem scrie (x +a)? + (z + IN 
2a + 1)?. Dezvoltind si indentificind obținem a=1, 


R: 1°. Avem P'(2) = 
PETET 2(a + b) = 


sti | , a cărui grafic N i 


2°, Inlocuind pe a si b, obținem funcția f(x) = 


pi Ta 
$ pe intervalul (—1, 1), este dat în fig. V.43. ES 
; 44, Se consideră ecuația: 229 + 3( — Da + E — ik T3 = N aioi i 
: 1%. Să se găsească relaţia dintre k şi l astfel încât o rădăcină a ecuației 
să fie dubla celeilalte. RI A 
| şi SA 
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22. Punind l = sin a să se reprezinte grafic funcția k(a) astfel 
obținută. 


a l—k . > 
R: 1°. Rădăcinile sînt a, =l—k, t, = fak iar relația de condiție 
între k si l este 


e — kl — 3 = 0. (1) 


Fig. VI.43 Fig. V1.44 


2°, Pentru l = sin a, (1) devinesin?a — ksin a — 3 = 0, sau 
Ta sin? a — 3 (2) 


sin a 


Tabloul de variație al funcției (2) este: 


o ————————————————————————— 


a 0 7/2 T 37 /2 de 
(a) | d O Fe 0 + 
k(a) | —0 A —2 u-—o|+o x 2 A +00 


iar graficul este dat în fig. VI.44. 


45. Se dă polinomul P(x) = 4x1 + 1243 + x? — 12x + a în care a 
este un parametru variabil real gi se cere: e cut 
19. Să se discute ecuaţia P(x) = 0 cu ajutorul teoremei lui Rolle. 


9. Considerind a = 4 să se studieze variaţia şi să se reprezinte grafic : 


l P(x) 
funcția: f(x) = Pd 
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369 pd o site SERD 
R: 1°. Pentru «E E 00, — 54) două rădăcini reale și două complexe; 
Da 
369 3 a Y y DUNA 
pentru «= — rro a = t = — re ȘI încă două rădăcini reale; pentru 
, - 


u € G i a) avem patru rădăcini reale; pentru „e = 4, 1, = m,= 
44 


1 v [YI . . y 
=-—2%a=vw=->y pentru « > 4 avem patru rădăcini complexe. 2°. Gra- 
9 


ficul funcţiei f(x) este dat în fig. VI.45. 


Fig. V1.45 Fig. VL.46 
46. Se dă funcţia y = d + a si se notează cu y’ şi y” primele 
d 2 £, 
două derivate. Se cere: 
49 Să e E ty 2x loci 
„ Dă se formeze expresia E = E e. 


2. Sá se determine parametrul m astfel ca ecuația E = 3 să admită 
o rădăcină x = — 1, 
4 , . . Y o 
3". Sá se rezolve apoi ecuaţia obținută la 2. 


o 9 


“i 


: ar 20 4, 

4, Să se reprezinte grafic funcţia f(x) = p a y Ty 

R: 4°.g 40) 04m + 21 
(2 + 2) (a — 1). 


2. Mm = 4, 
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i si T3 = 5/2. 


- diseriminantul ecuaţiei z* — 


Pater e DE 3 h ¿ 
3”. Rădăcinile sint date de ecuațiile binome zë + 1 = 0, 23 —2=0 
| „23 2=0, 

9,3 

e Y 


ai 1 


4, f(x) == 


tabloul de variaţie fiind: 


E —1/p 2 0 1 a 
A SS PEPE 3 
2 OM 218 y Qi te emo al ra RS 
f” (x) — 0 He Pa + 


iar graficul este dat în fig. VI.46. 
da , 
z? — dz+â 
4°, Să se afle coordonatele punctelor de extrem ale graficului funcției. 


92. Să se arate că dreapta determinată de cele două puncte de extrem 
mai intilneste graficul funcţiei încă într-un punct ale cărui coordonate 


se cer. 
20. Să se determine intervalele pe care funcţia f(x) are valori mai mari 


decit 5/4. 
4°. Să se cerceteze numărul extremelor funcţiei g(x) EEN TEET 
mE — yz 


47. Se dă funcţia f(x) = 


cînd parametrul m ia toate valorile reale. 


4 i A 
n în (3, —1) şi minimum în (7, — qe 92, Ecuația dreptei 


R: 1*. Maximul 
ce trece prin punctele de extrem este — 2z + 9y + 15 = 0, iar ecuația care 
dă abscisele punctelor de intersecție ale acestei drepte cu curba reprezentativă a 


funeției de la 1”, este 943 — 25r? + 92x — 105 = 0, unde zı = 3, La pa 

; Cel de al treilea punct de intersectie al dreptei respective cu curba este 

(> —M,9.2E(0 DU [4 ; a 4. Extremele funcţiei depind de 
9 5 


2 


oma + 5m — 4 = 0 şi anume pentru m E ll, 4] 


tru m E (—o0o,1)U (4,00) functia ar 
| deră at — 2 ti g abilă reală x unde? 
3. onsiderá funcția Y, = 2 de varia ; 
48. Sec funcţia Y. = Tosa 


funcţia nu are extreme, iar pen 


este un parametru real. 
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19, Sá se determine A astfel ca această funcţie să prezinte un mazim 
si un minim. Să se determine A ca această funcţie sá fie crescătoare pe aza 
reală R. Această funcţie poate ft descrescătoare pe R? Existá o valoare Ao 
a parametrului A pentru, care 
funcția Y» să aibă un Singur 
maxim sau un singur minim? 

9. Să se construiască curba 
reprezentativă a funcției y, ob- 
tinutá dind parametrului A va- 
loarea +1. Fie (T) această 
curbă. ; 

3. Să se studieze inter- 
sectia curbei (T) cu o para- 
lelă variabilá la axa absciselor, 
de ordonată k. Cind intersecția 
precedentă nu este vidă, ea cu- 
prinde în general două puncte 
M(k)şi M'(k). Fie A(k) punc- 
tul de coordonate x = 0 gt 
y = k. Fie B(k) conjugatul ar- 
monic al lui A(k) în raport cu punctele M(k) şi M'(k). Sá se determine 
si să se construiască mulţimea punctelor B(k) atunci cînd k variază. 

(1? + 52 + 4)? 
de unde rezultă că pentru A€ (— œ, —24) U(— 3, œ), y, are două extreme, 
iar pentru AE [—24, —3] funcţia nu are nici un extrem și este monotonă pe tot 
domeniul său de definiţie. 2°. pentru > = 1 graficul este dat în fig. VI.48. 


em A 1 . A, 
3”. Din grafic rezultă că pentru — = < k < 0, ecuația are rădăcini complexe; 
3 


Fig. VI.48 


R: 1°. Derivata întiia a funcției y, este y’, = 


„pentru k = 0 ecuaţia are o rădăcină dublă x, = x = 1; pentru k | — 00, 


FE 0) U [0, 1) U (1,00) ecuaţia are două rădăcini reale, iar pentru k = = 


13 ESA AFA 
— = » AVEM 2, = t; = — 13 e Abscisele punctelor M si M sînt rădăcinile 
30 7 


ecuației (k — 1)at + (5k + 2 + 4k—1=0. Se scrie apoi că cele patru 


puncte M, M’, A şi B formează o diviziune armonică, adică: 
AM BM 


— = R— = 0 etc. 
AM BA 


49. Fie ecuația tg x —tg3x = mtg 2x, m reprezentind un numar 


algebric dat. 
1°, Să se rezolve această ecuaţie în cazurile m = 0; m = — 1. 


28x | 435 


à ¿e P Pd 14 AR sa 
Oi Pira Da. Pa ALA AA La Ta an 


- 
eh 


< ME 
- pi E 
FOIE 
djs 
e 


- 


| A T y 
"a + d. 
fitr> me ri pa RAS 


pin 


EDI AD ai 


ý o , 
-.' . p 
Le 


Y 


. 


- 
Lt 
27 4 
[cn 


- 
E Pi, 
EA a 


CE Scanned with OKEN Scanner 


22. Sá se arate că în cazul general, această ecuație se descompune în 
următoarele două ecuații; sin 2x =Q şi 2m cos?27 + (m +2) cos 2x — 
— m = 0. 

3. Sá se discute cu ajutorul bdo numărul soluțiilor ecuaţiei 


a doua, utilizînd curba y = — 


2; 


la? + x—1 f 
R: 4° kr pa kr pa k 
a La E — = — = lie 
1 9 > 2 3 , 3 
4 — sin 2x i i i 
20, Avem tg — tg 32 = ————— şi egalind cu membrul al doilea al 
COS x COS 3x 
y i - ecuației din enunț rezultă 


sin 2% = 0 si 2m costx + 
+ (m + 2) cos 2x — m = 0; (1) 


W; 
SS 


3°. Ecuația (1) se mai poate scrie 
sub forma 


2 cos 2x 

m = e (2) 
ES 2 cosi2x -H cos 2x — 1 

-7 : l 

ZÀ 0 TA d Le Punind cos 2z = u sim = Y, (2) se 
2 transformă 
zu 2u 

y y = — — e (3) 


2u? + u — 1 


Graficul funcției (3) este dat în 
fig. VI.49 in care s-a ținut seama însă 
de faptul că — 1< u < 1. Din grafic re- 
zultă că pentru m € ara co) ecuaţia are 

Fie. VI.au o singură rădăcină reală, iar pentru 

foi cite mE (—co, —1] ecuația are două rădăcini 
reale. 


50. Se consideră ecuația x? — x ln y + 3 In y—8 = 0, y fund un 
parametru pozitiv. Să se determine valorile lui y pentru care ecuaţia 
dată îndeplinește următoarele condiții: 


1%. Una dintre rădăcinile sale este situată în intervalul [0, 3]. 

22. Ecuația are rădăcină dublă în intervalul precedent. 

3. Ecuația are două rădăcini diferite situate în acelaşi interval. 

4°. Să se reprezinte graficul funcţiei y = f(x), definită de ecuația 
dată. 

5%. Sá se verifice pe acest grafic rezultatele precedente. 

R: 41°. Trebuie să avem simultan y > 0, A>0, f(0):f(3) < 0, de unde 


rezultă y€ (0, e); 2. Din A=0, 0< <a si y>0 rezultă y = e%; 


v 


A 
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2, Se formează ecuaţia în z ale cărei rădăcini sint cuprinse în intervalul [0,3] 
Punem ; fi 


(1) 


din (1) scoatem pe z în funcţie de z și avem 


3z 
z = . (2) 


Punem condifia ca valoarea 
lui z din (2) sá verifice ecuatia 


dată şi obţinem 
24 (16 — 3 In y)z+ 
+3my— 8= 0. (3) 
Rădăcinile ecuației (3) tre- 
buie să fie amîndouă negative, 
adică trebuie ca 
3lny—8>0 şi 
3iny—16<0. (4) 
Adíugind la relațiile (4) și 


y>0, A>0 rezultă yEle” 3 et); 
49, Graficul funcției este dat în 
fig. V1.50. 5°. Concluziile se Fig. V1.50 
pot citi pe grafio direct. 


224 x+ 1 


b1. 1%. Săsestudieze şi să se reprezinte grafic funcția y = a 
Sá se arate că y poăle fi pus sub forma: 

y =ar + b pare b, c fiind coeficienți care se vor de- ` 
termina. 


studia, după valorile 


2°. Sá se folosească curba obținută pentru a 
21? — (2m —1)x + 


parametrului m, variația rădăcinilor ecuației 
+ m1 =0. 

3". Să se aplice metoda precedentă la afl 
trului m, a numărului de soluţii ale ecuaţiei în a: 


2 costa — (2m — 1) cosa + m+41=0, a fiind másura în 
a unui unghi al unui triunghi. 
R: 1°. a = 1, b = 1, c = 2. Graficul este dat în fig. VI.51. 2°. Ecuația se 


- H 2r? + : aia 
20 tati m si punind y, = dm + ati gi y¿=M, 


grade 


poate pune sub forma 
0 i 9. 4 
gz — 1 y i al 
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matura rădăcinilor ecuaţiei respective depinde de poziţia dreptei y, = m față 


e 1 7 : xx 
de curba y,. Este uşor de observat că pentru — TI In ecuația are rádá- 


g 4 7 * v {v . . . 
«ini complexe, pentru ma = — —; — ecuaţia are rădăcini duble, respectiv 
4 2 2 
1 7 P 
L, = t = e si a, = ta = 3/2. Pentru — > > M > 3 ecuaţia are două 
9 


ai 


Fig. VI.51 


rădăcini reale distincte. 3. Punind cosa = x, avem de reprezentat funcțiile 
vsi y. de la punctul precedent, în condiția ca —1 < z < 1, concluziile fiind 
evidente. 


R A 

52. Se dă funcţia f(x) = PEA, unde a este un parametru real. 
Lo — a — 

19. Sá se determine a astfel încît f(x) să admită un extrem în x = {i 


22. Sá se reprezinte grafic y = f(x), luindu-se pentru a valoarea obti- 


nutá la 1°. qn 
3". Să se determine parametrul a astfel încît f(x) = 0 sá admita o 
soluție în intervalul (—3, —2). 
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4. Sá se determine valorile lui æ pentru care avem: 


f(x) = ==> 9, 


?— 2z — 3 
R: 1°. a = — 2; 2°. Tabloul de variație al funcției este: 
TERLENA A A AA E I L T O OOT PEDRO EE E Are a a E E A 
«AA 
PRESA ECC PR 
—2 1 
f(x) 4 A -00 a a AT EEE i tox a 


graficul trasindu-se cu ușurință. 
3°. Trebuie să avem f(—3)-f(— 2) < 0, de unde rezultă «Es, 3)" 
3 


se, 2E(— 2, —1) U (3, 4). 

53. Se dá trinomul P(x) = az? + bx + e gi se cere: 

1°. Sá se determine coeficienţii a, b, c astfel încît pentru x = 1;—1; 
2 trinomul dat sá ia respectiv valorile numerice —1; 1; 1. 

22. Să se determine apoi valorile para- 
metrului m pentru care sistemul y = ax? -4+ 
+ bx 4 c; mx — y = 5 are soluţiile con- 
fundate şi să se rezolve sistemul obținut. 
(a, b, c avînd valorile determinate la 1%). 

3”. Să se reprezinte grafic funcția 
n= EAS zi = “2 in care a, b, c au 
valorile calculate la 1°. 

R:1.a=1,b=-—41,c=-—1. 

2°. Mı = 3, mz = — 5. 

3”, Tabloul de variaţie al funcţiei 


lx —2 
f(x) E inut d Sei este: 


x—i Fig. V1.53 
zx — 00 —1 0 1 2 +00 
f(z) ~- A 0:.:.2: 4 +o —00 A 0 A +00 
f” (z) + ii 


Dreapta y = z este asimptotă obligă; graficul este dat în fig. VI.53. 
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54, Fie C curba reprezentativă a funcţiei implicite 
ala? + y”) = 27. (1) 

49, Să se construiască curba C explicitind pe y din (1). 

22. Se consideră o dreaptă paralelă cu bisectoarea întiia a axelor de 
coordonate. Să se găsească ecuaţia care dá abscisele punctelor de intersecţie 
ale acestei drepte cu curba reprezenta- 
tiva de la 1°. 

3”. Ecuația de la 2 este de gradul 
tret; se cere să se determine dreapta res- 
pectivá astfel ca această ecuație să fie 
de forma £? + px + q =Q. În acest 
caz sá se discute natura rădăcinilor ecua- 
tiei cu teorema lui Rolle. 

R: 1%. Explicitind obţinem funcţiile 


= nn: 2 
y +e; (2) 


de unde se vede că z E [0, 2). 


Fig. VI.54 


este: 


"Tabloul de variaţie al funcţiei y = | 


2 — g 


y ip E + 


«cel al funcţiei opuse rezultind imediat. Graficul complet al funcţiilor (2) este dat 
în fig. VLA. 


2°. 3°. Fie 
A y=x4+N, (3) 
o paralelă cu bisectoarea intiia a axelor; punctele de intersecţie ale dreptei (3) 
cu curbele reprezentative ale funcţiilor (2) se determină rezolvind sistemul format 
de ecuaţiile respective. Eliminind pe y se obţine ecuaţia 
223 + 2(n — 1) 2? 4 (n? — 4)nx—2n? = 0, (4) 


Punînd condiţia în (4) ca coeficientul lui a? să fie nul se obine n = 1. În 
acest caz ecuaţia (4) devine 


2g — 3z — 2 = 0. (5) 
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Sirul Jui Rolle pentru ecuafia (5) este 


f(—00) F(— V 2/2) FU 2/2) f(+ co) 
A ră Fi T 
adică o singură rădăcină reală, ceea ce era de aşteptat (a se vedea graficul). 


, A b 4 — z? 
55. Se consideră funcțiile f(x) = j An 
5. Se consi funcțiile fla) = + 0) = Ta 


19. Să se studieze si să se reprezinte pe grafic cele două funcţii (pe 


acelaşi grafic). 
25. Să se deducă din reprezentarea grafică a celor două funcții numá- 


rul rădăcinilor reale ale ecuaţiilor: 
4 — 12? — a(i + 22) =0; (1) 
x—a(1 + a?) =0, (2) 

unde a este un parametru variabil. 
3°, Să se regăsească rezultatele precedente, discutind direct, prin 


metode elementare, ecuaţiile de mai Sus. 
4°. Să se calculeze distanța dintre punctele de intersecţie ale curbelor 


reprezentative de la 1°. 
R: 1%. Tablourile de variaţie ale celor două funcţii sînt: 


T 


şi se cere: 


2 — 00 —1 0 1 CO 
ÎN cn n N — 
f'(a) yo + 0- > 
f(x) —1 A Oa 1 vs 0 3u —1 
x —00 — 0 1 00 
1 1 ) 


iar graficul pentru ambele curbe este arătat în fig. V1.55. 
„20, — 3°, Tinind seama de gra- 
ficul din fig. VI.55 şi de-ecuatia (1), 
rezultă că pentru valori ale lui a 
cuprinse în intervalul (—1,1] ecua- 
ţia are două rădăcini reale. tn- 
ir-adevár, explicitind pe æ din (1) 


1 — 4 de unde 
14a 

rezultă că trebuie ca a €E (— 1, 11, 
în care caz avem două rădăcini 
reale etc. Ecuația (2) are dauă A 


dăcini reale pentru 4€E¡— 7? 3] 


- 


obținem z= + 
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discufia prin metoda elementará este simplá, discriminantul ecuafiei (2) fiind 
A = 1 — 4ga. 
4”, Coordonatele punctelor de intersecţie a celor două curbe sint rádici. 


nile sistemului format de ecuaţiile de la punctul 1%. Obţinem zs = ai 3 A 
4 2 
Via = + TE’ Distanța dintre punctele de intersecție a celor două curbe este 


{ e O t al 29 
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2 2 VE Y5) 5 
56. 1°. Să se studieze variaţia funcţiei 3 o şi să se 
Í T . F 
traseze curba reprezentativă (C). 
+3 > 
z =lel+m(x+1)(3—x) 
„am fund un parametru real. Să se verifice rezultatele discuţiei cu aju- 
„dorul curbei (C). 
| 3. Să se rezolve și să se discute ecuaţia Dr a 0 EN 
2 V1 + tge 
+ m (sin?t + 2 cos t + 2). 


R: 1°. Avem de reprezentat grafic 


2°. Sá se rezolve si sá se discute ecuatia 


funcțiile y, = , cînd z>0 


1 
2(x + 1) 
iy, = ————y cînd z < 0. Pen- 
dE TE 


tru z = 0 avem punctul (o, a , care 


aparține curbei (C). Graficul complet 
este dat în fig. VI.56. 2°. Pentru 
pi Fig. VI.56 x> 0 avem de discutat ecuaţia 2ma* — 

| — (4m + 1) + 3(1 — 2m) = 0 ale 


A 2 ădă . e A 1—2m . . 

| cărei rădăcini sînt xz, =3; £, = ER Pentru z < 0 avem de discutat ecuaţia 
AN m 
si | 3(2m—1) .. 
0 2ma? — (4m—3) s + 3(1— 2m) =0 ale cărei rădăcini sînt a, = Swi ŞI 
y ¿ ; AO f 2m 
n za = — 1. Din grafic se observă că pentru orice x >0, sau z< 0, m (considerat y) 
i „ia valori în intervalul (o 2) > 3°. Efectuind calculele se ajunge la ecuaţia 
Su ata | | 
po a 3 =z + m(— z? +4- 224 3),sau (3 + 2)/2 = «+ m(z + 1)(3 — a), unde s-a 

| 4 — 2m 


po notat x = cos t. Rezolyind această ecuaţie găsim a, = 3 şi za = 
| > ` 4m 
pe , 


š . n r — 2 
deci numai z. Trebuie deci să avem —1< Lan < 1, de unde mE E , oo) . | 
t , | 


> convine 


2m 
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57. În sistemul axelor rectangulare xOy se consideră punctele 
Altso) B(0, 1); pe dreapta AB se ia un punct M(x, y) și se notează 
2 


cu P proiecția lui M pe Ox. Dacă rotim figura în jurul lui Oz, tri- 
unghiul OMP generează un con. 
4°, Să se exprime volumul V al conului în funcţie de z. 


v . TT w v . Li . 
9. Să se arate că ecuația V are O nu are rădăcini raționale. 
39. Sá se studieze şi să se reprezinte grafic variaţia funcţiei 


V + Z, cînd M descrie dreapta AB (pentru x <0, sau x >; ,ayemV <0). 
3 


Fig. VI.57 


.,. . T . he v + 
49. Sá se afle poziţia punctului M astfel ca V + rig 0; rădăcina 
acestei ecuaţii se va calcula cu două zecimale exacte. 


R: 1°, Ecuația dreptei (48): 7 + A — 1 = 0, sau 2x + y —1=0. Din 


fig. VL.57, a rezultă (1/2) — 2 — “E, de unde y = 1 — 2x. Avem deci 
y 


LI 


y = Eat — 29, | (0) 


2°, înlocuind în V + © = 0 valoarea lui V din (1) obţinem (1 — 22J% + 
+ 1= 0, spu dezvoltind avem 


tx? — bat rap AI O, | (2) 
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Se veritică uşor cu şirul lui Rolle că ecuaţia are o singură rădăcină reală in- 
comensurabilá în intervalul (— 1/2, —1/6). 


3. Tabloul de variaţie al funcţiei y = T (4x? — 4r? + z + 1) este: 


şi graficul este dat în fig. VI. 57, b. Pentru cazul de faţă interesează variația lui 
z numai în intervalul (0, 1/2) (aria hasuratá). 
4°. Rădăcina iraţională fiind în intervalul (— 1/2, —1/6) se va lua mai întii 


gia ete. 


58. Se consideră sistemul de ecuaţii (p + 1) x PI = a, (p.—1) + 
+ p2y = b în care p, a, b sînt parametri. 

19. Sá se rezolve sistemul dal. 

2°. Presupunind că a şi b nu depind de p, să se elimine parametrul p 
între ecuaţiile sistemului. 

3. Să se reprezinte grafic funcția y ce se obţine prin explicitarea rezul- 
tatului obținut la 2° , luind a=2,b=!l, 

4”. Presupunind a= Paer h= pă, să se determine cu două zeci- 
male exacte valoarea pozitivă a parametrului p astfel ca rădăcinile T şi 
y ale i cca pi să fie egale. 

=> b  ap—=1) 
R: 1°. z= YA 


P P 

EUEN i 5 

3°. day y este o hiperbolá echilaterá, 

4, p = 0,53. 

59. Se dá un triunghi echilateral ABC de laturá a şi se ia pe baza 
BC un punct M situat între B, C. Din M se duc paralelele MP şi MQ 
la laturile AB, AC ale e triunghiului. 

1°. Sá se arate că AP + - AQ = 4, 


2". Sá se calculeze AP, AQ în funcţie de PQ = l. 

3”. Sá se calculeze în funcţie de a şi l unghiurile P şi Q ale triun- 
ghiului APQ. Caz particular l = a/V3. 

R: 1°, Triunghiurile MBQ şi MPC sint echilaterale și deci AP + AQ = 
= MQ + MP = MB + MC = BC = a. 


a = — 1/2, b= — 1/6 şi se va aplica formula h= — 
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2°. Notind PA = z şi AQ = y, avem 


e+y=a. (1) 
a? + y? — 22y cos A = B, 
Rezolvind sistemul (1) obţinem 


3a + V34 — a?) 
pp în EALA a), A (2) 


Tinind seama că 0 < x, y < a, din (2) rezultă că problema este posibilă cînd 
E << a. Cind l = a/2, atunci + = y = ht şi M este pe mijlocul lui BC. Dacă 


l= a, M se află într-unul din virfurile B, C. 
3°. Din triunghiul APQ se obține g? = y? + I — 2lycos Q, de unde 
pp = Pr (e tyly 2) 3e + ae — a?) 


cos = e’ Á ănă- 
e oly oly TO Valea) 
4 312 — aj 3(412 — a? 
tor obţinem cos P= ESA a): Cind l= cp Q = 30°, P = 60 gi 
l(3a + /3(41? — a?)) V3 


triunghiul APO este dreptunghic în P. 


60. Se dă un triunghi echilateral ABC de latură a. Pe latura AB 
se ia un punct D astfel ca BD = x şi prin acest punct se duce o perpen- 
diculară DE pe BC. Din punctul E situat 
pe BC se duce o perpendiculară EF pe CA C 
si din punciul F situat pe CA se duce o per- 
pendiculará FG pe AB (G situat pe AB), 
fig. V1.60. 


19. Săse exprime aria patrulaterului DEFG E 
în funcţie de z şi să se studieze variația 
acestei arii. 
29. Să se determine x, în cazul cînd patru- E 
laterul DEFG se reduce la un triunghi, caz. 
în care punctele D si G coincid. A 677% 8 
3 2 Ml 
R: 1°. Aria (DEFC) = net la? + haz + Fig. V1.60 
+ 40”). (1) 
Tabloul de variatie al functici (1) este: 

z U 24/7 a 
A AA RIN A CN E 
y + + 0 Si ia 
(O, A A a RA N 2 Ip A, 

3/3 Să , SII aa 
i E ă EN x To 4 
SETTENE AE S 
: max j 
2a i 


2°, DG este nul (punctele D gi G coincid) ciud x = "T . 
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Gl. În planul azelor rectangulare xOy se ia un punct M pe Oz, iar 
pe Oy un alt punct M” ales astfel incit dreapta MM” să treacă printr-un 


punct fix dat A(a, b) unde a, b >0. 


Fig. V1.61 


Să se studieze și să se reprezinte grafic: | 
4°, Variația ordonatei lui M’ în funcție de abscisa æ a lui M. 
2. Variația ariei triunghiului OMM’ în funcţie de abscisa lui M. 


în jurul lui Oy, considerind pe x ca variabilă independentă. 


t 
$ 
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~" 


R: 1°. Din fig. VI. 61, a rezultă imediat 4 = 2% , de unde y = br 


. 


i t— a x— 
Graficul acestei funcţii este dat în fig. VI.61, b. = 
2°, Notind cu A aria triunghiului OMM’, avem 


1 ba? 


A = = 
9 pd 


; (1) 


Tabelul de variaţie al acestei funcţii este: 


z — 00 0 F E de 
Me A 0 E i 0 n 
A A ni e 
A |—o A 0 x ol+o sy ab a +o 
P NA min N 


iar graficul este dat în fig. VI.61, c. 
3. Volumul cerut este 


V = —. è 


3 z—a 


2- (2) 


7 Tabelul de variație al funcției (2) este: 


A | +0 o d ` | 


H iar graficul este dat în fig. 


z — 00 i 0 a 3a/2 +00 
A AA AAA 
e + 0 — — 0 + 
| | EA Mesa ațe 
a 


2 
—na?b A 
—0o | +40 >» % 


VI.61, d. FE 
=> ohiu 
62. Un triunghi ABC are latura BC = 4, unghiul B = t şi ung 


C = t + 90°; (t > 0). 
4°, Să se afle intervalul 

existe. | sv e 
9, Să se afle aria triu 


| at 
la forma S= 7 tg2t. 


de variatie al lu 


i să se aducă 
nahiului în funcție de a şi t şi su Ss 
o 
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- 
y 


r sT a A 
5 a e A us 
, 4 - 
ari d AG ya de fa 
7 Po E a A 


Pe, 


es Pals 
s jos ` 
ar a ar TE A 


e” 
f i 


Pe n 


. ME Sr 
E e 


TAN . ¿ 
ve A 
T AE EA 


. 
AAA Ă 
RA aaa e e 
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y . ° . ta fi A yF 
3°. Să se determine t astfel ca aria triunghiului să fie egală cu £ LEA 
A 


"49, Să se calculeze aria corpului care ta naștere prin rotația com- 
pletă a triunghiului ABC în jurul laturii BC, pentru t = 30. 


5°, Considerind dreapta BC ca axă Ox şi perpendiculara ridicată în 
mijlocul segmentului BC pe BC ca axă Oy, să se afle ecuaţia locului geo- 
metric al punctului A cînd t 
variază, 

6°. Să se determine coordona- 
tele punctului M situat pe acest 
loc geometric și care se află la dis- 
tanta minimă de punctul P(0,2a). 
Să se calculeze această distanţă 
minimă. 

R: 1°. Din t >0 şi 90° — 2:>0 
rezultă imediat 45° > t> 0. 


2°, Din fig. VI.61 rezultă Be = 
„Sin 
sin t 
e E , sau AC = £ s ; apoi 
sin 8 cos 2t 
. Š : 
Fig. V1.62 AD=f sin t ml d Eag 


: cos 2t 2 

deci aria triunghiului ABC este s= tg2t; 3°., t = 30%; 40, T (V3 + 3); 
5°. Locul geometric este hiperbola echilaterá 4z? — 4y?— a° = 0; 6°. Fie M(a,f) un 
punct pe hiperbola de la 4° şi d distanţa dintre P(0,2a) şi M. Avem 4a2—482=a? 
şi d? = a? + (B — 2a)*, sau di= 28° — hab 4 20 
relaţia precedentă este minimă şi aceasta are loc cînd d'(B) = 0, adică B = a, 


. Dar d este minim cînd 


pentru care d = = . 


63. Într-un cerc dat de rază R se duc doi diametri perpendiculari 
AA”, BB'. Printr-un punct C de pe cerc se duce o tangentă la cerc care 
taie în M tangenta în A la cerc si în N prelungirea diametrului BB". 
Se notează cu « unghiul variabil AOC. 

1°. Să se exprime în funcţie de a laturile patrulaterului OAMN. 


2°. Sá se arate că oricare ar fi « avem ON = MN. 
3”. Punind tg > = t, să se exprime în funcţie de t aria patrulaterului 


OA MN gi să sestudieze variația aceste arii cînd t variază de la 0 la + co. 
Să se reprezinte grafic pentru R = 1, variația acestei aru şi sd se indice 
mărimea unghiului corespunzător ariei minime a patrulaterulut, 


` 
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R: 4°. Urmărind fig. VI.63, a, se observă că avem UA = MN x 


x cos ( — A , de unde 
R 


cos (a zii | | | (9) 


MN = 


R(1 — cos «) 
IERNI PCIE ¿ 


= 


OC = OA cos (—a) + AM cos LR «) de unde se scoate AM = 
2 sin « 
x 
= R t a 
i 2 


Ma AS 
Apoi, se observă că OC = ON cos EA a), de unde 


7 
cos [— — « 


2°, Tinind seama că COS [- i) = cos| $- al din (4) şi (2) rezultă: 
| y ; . . 

MN = ON. De altfel, la acelasi rezultat ajungem observind că triunghiurile OCN | 

si MDN sint egale. 

l : ayem 


go, Fie A aria patrulaterului QAMN ; sd <A a 

p d & R l 4 tg? — 

T R tg + — na „îti 
i AM + ON GA e 2. 9m e R = E tg ob A i E = 

=, 7 2 2 A Y a 

4 
ia (+5): DAA. 

= [A t | . pe a 
449 
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Tabloul de variaţie al lui A este: 


t = LE , a = 60%. Graficul lui A este dat în fig. VI.63, b. 


. În planul axelor rectangulare xOy se dau curbele de ecuaţii: 


(C,) : 22 + 4y—4=0 
(C,) : x2 — 4y? — 4 = 0 


si o dreaptă (D) variabilă paralelă cu axa xx'. Dreapta (D) intersectează 


cele două curbe în punctele M şi N. Se cere: 


Fig. VI.64 


49, Ecuația locului geometric 
al punctului P mijlocul segmen- 
tului MN. 

22. Sá se reprezinte grafic lo- 
cul de la 1°. 

3°. Să se interpreteze geometric 
rezultatele de la 2. 

4. Notăm cu f(x) = 0 ecuaţia 


locului de la punctul 1°; să se 


discute natura rădăcinilor ecua- 
tiei f(x) + a = 0. 


R: 1°. y=2 UD 4 — ay; 
2°. Graficul este dat în fig. V1.64; 


3° —4°. Concluziile se pot cili - 


direct pe gralic. 


65. În sistemul azelor rectangulare xOy se consideră curba de ecuaţie 
x? — 9y? — 9 = 0. O dreaptă variabilă (D) paralelă cu axa yy' intil- 


neste curba într-un punct M situat în cadranul I al axelor de coordonate. ' 


Se notează cu A intersecţia curbei cu direcția pozitivă a azei xx. Se 3 


cere: 


19 Locul geometric, al ortocentrului triunghiului OAM. 


2. Sá se reprezinte grafic locul de la punctul 1°. 
3°. Să se interpreteze geometric rezultatele obținute la 2°. 
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“rezultă că punctul de minim al funcţiei f(x, y) A 
y 1 2 i a DA E ui ir 
adică z = =, Y= y pentru care avem rl a? 5) A 


pAn AAA e Y f 
> * y. .* > 


4°, Notind cu f(x) = 0 ecuaţia locului de la punctul 1° să se discute 
natura rădăcinilor ecuației f(x) +- a = 0. 


l æ = 83 
: P. y= — 3t . 2%. Grafi at îu fi 
y |: La cul este dat îu fig. V1.65. 


soază intro eii Diperbolel 4 ge O Pre dreapta (D) se depla- 
3 18) 

2 

ecuația nu are rădăcini reale. Pentru 


4%, Pentru 0< a<r 


LS $ Ši 
Se r( 3 ) ecuaţia are o rá 


A UVAS 
dăcină dublă + = răi mad fl Ana 
AO T i 
« >f | : = r ) ecuația are două 


rădăcini reale, iar pentru «œ ṣ 0 o 
singură rădăcină reală. 

66. Se dă funcţia de două varia- 
bile f(x, y) = 2 —xy + y — 
—=y+1. | 

1%. Să se arate că f(x, y) >0 Fig. VI.65 
oricare ar fi x şi y reali. 

2, Dintre toate valorile pe care le ia funcţia, pentru x şi y vartabilz, 
există una care este cea mai mică. Să se afle această valoare. 

3°. Să se arate că există două numere reale a, b încît 


f(x, y) =f(Qa — x ; 2b —y) 


oricare ar fi x, y reali. 


4 Să se rezolve ecuaţia f(sin «, cos a) = 1 + sin? a. 

R: 1°, Discriminantii ecuaţiilor a? — ay + y? — y + 1=0 gl y? $ (2 + 
+ 1)y + at + 1 =0 sînt negativi şi deci f(x, y) > 0. y 

22, fs are un minim în z = E „iar fy are un minim în y = 9 
este soluţia sistemului 


4- 
a=Y%,y=f r 


2 | 2 3 


Are TE 
4, 4 = 2kr Las ar, a = 73H 


, de unde iS 
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2 


-- 


Notă. Pentru punctul 1° se va observa cü se poate scrie f(x, y) = (2-2 y) 
2 


4- - (By? — 4y + 4) > 0 deoarece ecuația 3yY—4y 4+-4=0 are rădăcini complexe. 

67. În planul axelor rectangulare x0y se consideră parabola y? = 4x 
prin focarul căreia se duce o secantă variabilă care întilneşte parabola în 
A şi B. Din A se duce o paralelă la axa Oz şi prin Bo paralelă la Oy. 
Fie M punctul de intersecţie a acestor două paralele. Se cere: 

42. Locul lui M. : 

2”. Reprezentarea grafică a locului de la punctul 1°. 

3”. Aria cuprinsă între curba de la 2° și dreptele z = 1,%x=2, 

4”. Volumul generat de aria de la punctul 3 prin rotirea acesteia în 
jurul lui. Ox cu 180. | : 

5, Coordonatele centrului de greutate a ariei de la 3, 

R: 1°. y? = 4/z-2”. Graficul este dat în fig. VI.67. 3°. (V 2-41). 4%. 4rIn2. 
5°. 2=(3 4 /2)/6, y= 0. 


y 


Fig. VI.67 i: Fig. VL68 


68. Se dă ecuația m(1 —mja2—x+m (1 + m) =0, unde m 
este un parametru variabil real. Se cere: 

1°. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei, fără a o rezolva. | 

2°. Considerind rădăcinile ecuaţiei în ordinea determinării lor, ca 
fiind abscisa şi ordonata unui punct M din planul axelor rectangulare 
- z0y, să se găsească locul geometric al punctului M, cînd m parcurge mul- 
fimea numerelor reale. | 
3. Să se reprezinte grafic. lacul geometric determinat la 2. ` 
E Ce legătură există între graficul obținut la 3” şi concluziile de 
a . A Ea A T -> eSa 


/ 
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R: 1°. A = (1 — 2m?)?, deci:rádácini reale oricare ar fi m E R. Cindm>0, 
una din rădăcini >00; la fel, cînd m-»1, una din rădăcini —co 2° — 3°. Rezolvind 
13m a m 


ecuaţia se obţine a, = . Eliminind pe m între zı = x şi z, = y 


1—m 


al cărei grafic este dat în fig.VI.68. 4°. Pe 


se obţine hiperbola y = 
1 xx = 2 


grafic se observă că dacă 2>00, y>0 (cazul cind m = 2), iar cînd x>2, y >00 
(cazul m = 1), ceea ce corespunde cu concluziile ce se vor trage din discuţia de la 


punctul 1°. | 

69. Se consideră totalitatea conurilor avînd aceeași arie laterală na? 
(a constant şi pozitio). 

19. Să se exprime volumul acestor co- V 
nuri în funcţie de x— raza conului. 

2°. Să se studieze și să se reprezinte 
grafic variaţia volumului cînd a = Y 3. 

3°. Sá se calculeze dimensiunile conu- 
lui de volum maxim, în funcţie de a. 


RL. V= Safa — al. 


- 


= 


A 


2”. Graficul este dat în fig. VI.69 gi pen- 


e e mes a n ij 


tru z= 41 avem Vmax= 7: V2; dreapta y = 
= 3 z este tangentă în origină la curba res- i 
pectivă. 


i a 


PPE 
ta 4 . 
G= a în = aji. Fig. VI. 69 


S rA . . . . o w > 
19, Unei sfere de rază R i se circumscrie un con circular drept, a cărui 


ináliune se notează cu z. Ñ 
o i y i TAr 

1°. Să se arate că volumul V al conului este V = Ba 2R) 

2°. Sá se studieze V(x). 

3. Să se determine x astfel ca V să fie de k ori volumul sfere!. 

4°. Dacă se notează cu « unghiul pe care generatoarea conului îl face 

cu planul bazei, să se afle aria totală a conului în funcţie de R şi a. 

R: 1%, Din asemănarea triunghiurilor COM şi CDB (fig. VI. 70, ago: depui 
Riz 


e 
T de unde rezultă volumul conului l 
XI e. $ 


cu ușurință relaţia DB? = 


OS () 
B(x — 2R) 
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2*. Tablou! de variaţie al funcţiei (*) este: 


A 2R 4R +00 

Vy a A + + cu z > 2R 
8r h> 

V (x) +o N T A po 


iar graficul este dat în fig. VI.70, b. 


Fig. VI. 70 


9 
—e. 


2R (k + RI 2k), trebuie să avem k > 
MNR (1 + cos a)? 


sin 2a 


3°, a == 
/ 


4°. A totală dA 


l drept în A, are cateta 


71. Un triunghi dreptunghi ABC, cu unghiu 
cu centrul în A şi raza 


AC = şi ipotenuza BC = 2b. Se duce un cerc 
b = AC, care taie ipotenuza BC in D. Se cere: 
4°, Să se calculeze segmentele CD şi DB. 
9, Sá se arate că triunghiurile ACD şi 
se determine această arie. 
„89, Să se calculeze raportul razelor cercurilor Înscr 
ACD şi ADB. 


ise în triunghiurile 


4°. Considerind AB ca axă Ox şi AC ca axă Oy să se scrie ecuația 


cercului cu centrul în B şi tangent la dreapta AD. 
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R: 1. CD = b, BD = b (AD mediană în triunghiul ABC). : 
99. Cele. două triunghiuri au aceeași înălțime AA” gi bazele egale CD = 


RA bV3 y3 
= DB = b şi deci au aceeaşi arie Fb» y = b t, fig. VI. 71. 


A Ss è Y f 
3°. Raza cercului este r = r calculind cele două raze gi fácind raportul 


9 VR 
. 4 ge $ 
lor, obținem-— == 


22. Cercul cu centrul în B (bV 3, 0) şi cu raza egală cu distanța de la B la 


dreapta AD a cărei ecuaţie este y = E z, arc ecuaţia g? + y2— 232 + 


f Fig. VI.71 Fig. V1.72 
qe | | | 
dă 72. Un dreptunghi variabil EDD'E' este înscris într-un triunghi ABC ~ 
y ză 


-~ fix. Luînd baza BC şi înălțimea triunghiului cu aze de coordonate, 


se cere: 


| 


i 
5 
A 


19. Să se afle locul centrului dreptunghiului (analitic). 
7 2, Să se studieze variația ariei acestui dreptunghi. 
3. Să se trateze punctul 1? si respectiv 2° cu ajutorul 

şi algebrei elementare (fără derivate). 


R: 1%. Ecuația dreptei (AC): sje + ylh — 1 = 0, sau 
he + cy — eh = 0. 


4 
M 


geometriei plane — 


Ecuația dreptei (48): | R 
hz — by + bh = 0. 
ralelă cu Ox. Găsim Cu destulă uşurinţă 


Le Fie y = ecuaţia dreptei ED pa a í 
y f p I intersecţie a 


PE E h) , a] A ne a a, a). Coordonatele punctului Z de 
y h h 
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= 


diagonalelor ED” şi E'D sint: a = 
Păi la — Hb — c) 


a + r, 4 | bíx — h) clh — «) 
Pita PEA > Ec ua trimita 
2 2 BSP h | 
a . 
iar. = —, (fig. VI.72), 
za aa pa al i aa Vuze see 
Locul lui Z se află climinind pe « între coordonatele sale; găsim dreapta 
Ihe — 2b — c)y + (b— ch =0. - (3) 
Este uşor de observat că dreapta (3) trece prin mijloacele înălțimii 40 și 
bazei BC a triunghiului dat. 
bla — h) cho) h—u« 


20, Avem A O (b + c), (h> a) iar aria 
dreptunghiului EDD'E’ ceste ME 
qm AAA (4) 
h 
Maximul ariei (4) are loc pentru valoarea lui « care anulează derivata (4), 


h , 
adică pentru « = h/2. În acest caz avem Amax = pa, Tabloul de va- 
4 


riatie al funcției (4) este: 


o 0 h/p2 h 
A' + + 0 = = - 

h 
A 0 A IO x $ o 


graficul rezultînd imediat (o parabolă limitată de Ox). 


căi a: — : h 
3°. Notăm BC = a, AO = h, 4,0 = z şi avem: a , de unde 
ED hz xx 
ED= “2 Aria dreptunghiului EDD'E” este 
h 
4 MAA la), (5) 
h 
Funcţia (5) — trinom de gradul al doilea în s — este maximă pentru 
z= — 2 2% avind în acest caz Ámax = = (jumătate din aria triunghiului 
2a ` 


ABC), adică acelaşi rezultat obținut la punctul 2°. 
73. Un paralelipiped are suprafața totală de 13,5 m?, volumul de 


2,25 m3, ¿ar diagonala egalá cu 23/2. l AN 
4°, Să se formeze ecuația de gradul al treilea ale cărer ráddcil 


dimensiunile paralelipipedului de mai sus. 
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22 Presupunind că dimensiunile paralelipipedului se dilată cu aceeași 
f cantitate x, se cere să se scrie ecuaţia care exprimă că volumul paraleli- 
| pipedului s-a mărit de m ori. | 

3°. Sá se studieze ecuaţia de la 2° cu ajutorul teoremei lui Rolle m 
fiind un parametru variabil. Sá se rezolve această ecuaţie în cazul cînd 


are rădăcini duble. 
R: 1°. Fie æ, y, z dimensiunile paralelipipedului; avem sistemul de ecuaţii: 


2(z + yla + 2ay = 13,5; | (1) 
gyz = 2,25; (2) 
zt + y? +2 = 23/2. (3) 
Din (1) si (3) obținem (prin adunare): (x + y + 2)? = 25, sau 
t+yt+ze j5, (4) 
(nu se ia în considerare > e = — 5,finind seamă că dimensiunile paralelipipedului 


sînt > 0). Avînd sumele) `z, (4) Day, (1) şi produsul zyz (2), ecuaţia de gradul 
trei ale cărei rădăcini sint z, y, z este u?— 5u? + 6,75u — 2,25 = 0 sau w? — 


— 5u? + T pet S = 0, ecuație ale cărei rădăcini sînt 1/2; 3/2; 3. 


A Presupunînd că fiecare 


2%. Volumul paralelipipedului este V = zyz = > 


` dimensiune se dilată cu z, obținem 
N 
, 1 3 
v= (3ta) (F +a) 0+ a. | (5) 
A Punînd condiţia ca V’ să fie egal cu mV avem: z? + 52? + z 
sau eliminînd numitorii avem: 
' 428 + 20x? + 27x — Im + 9 = 0. (6) 
i A N 85 — 76/19 

Se formează şirul lui Rolle şi se găseşte că pentru m = Eme EE = 
P: e rm 10 + 19 

= — 0,25 ecuaţia (6) are o rădăcină dublă: egală cu A. 


E 


9 9 
z+ — = >m, 
Er 4 


> EIA 


74. Se consideră ecuația a? — (2 cos «) xs + cos 2x = 0 unde « 


este un parametru real. | ME 
1°. Să se rezolve ecuația si să se discute rădăcinile ei (se va nota cu Tı 


rădăcina cu semnul + înaintea radicalului), 
2". Să se verifice identitatea 
x 2 — 2,12 
aca] — (aa a] = 4 ctg2a cosec 2a. 
Tı — Za Lı + Ze : f N SARIE 
3°. Să se determine valorile parametrului a pentru care (2%) = 
= 4t ata TT  considerind xı, xa ca funcţii de a (a si x,sint derivatele în 


- 


raport cu «). 
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4°. Să se determine valorile lui o peniru care are loc egalitatea 


al 


R: 1%. Rădăcinile sînt zı, = Cos u + sin a. y ; 
z Toa 
9%, Avem y + Lp = 2C050, e, — z, = 2 sin a, şi deci menos Pd ) a 


, åg — siniz 
ARA (2) Pat rca Aaa A 4 cotg 2a cosec 2z. 


2 2 y 

xı +- T2 cos & sin ¿ j 
go. Avem zz’ = (cosa Ai sin «) (cos — sin a) = cos 2a x Zar, = (cosa — 

— sin «) [— (cos a + sin «)] = — cos 24 şi înlocuind, rezultă 

4 — cos 2a 
cos? 2g = s (4) 
2 
| A 

> qua , w. 
Rezolvind (1) rezultă cos 24 = — ȘI Cos 2% = — 1, de unde «, = kr + z si 


T 
ca = Z (2k 4): 


4 


-i 


. T T T 
4°. Se tine seama că cosa -+ SIN a = COS -}- COS E -— += 2 cos Zcos(a — =) 


si cos « — sin & = — 2 sin sin + — 3) prin urmare 
. ` 25 - 4 
at îzajin cos e — E) ~ isin (e — | = 
y2 4) 4 
= cos n (a — 7) — isin n (4% — 7) (2) 
si | 
ir nai Te 
(— 4)n But te = (— 1)n cos la — ua pă ù sin [> să. al (3) 
y2 4 4 


Se identifică apoi (2) cu (3) si se obțin patru ecuații — după cum n este par sau 


. . w T 
impar. O soluţie particulară este « = —. 
+ 
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